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quanti  pen fieri  o io  rav- 
volto nell  animo  per  [allevar- 
mi a (Operare , che  Voi  potefle, 
SACRA  CESAREA 
REAL  MAESTÀ’,  con 
eflrema  degnazione  accoglie- 
re quejt'  opera  mia  y che  va  fuperba  delVoflro 
Auguflijfimo  Nome , e de  Voflri  Fortunatif- 
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fimi  Aufpicj  , un  folo  mi  conforta,  ed  è que - 
fio  la  confider azione  del  Voftro  Sejfo , che  da 
VOI  illufirato  per  bella  f irte  è pur  mio  • 
Queflo  penfiero  mi  & foftenuta  nella  fatica, 
c non  mi  d laf ciato  fentire  il  rifchio  dell ' 
impref  % ; e veramente  f ? in  qualche  tempo 
poteva  giufiificarfi  l1 ardimento  di  una  Don- 
na, che  tentajfe  feguire  i rapidi  voli  di  una 
Scienza , che  fpazia  mai  f empre  negli  Infini- 
ti , in  quel  tempo  ejfere  ciò  doveva , nel  quale 
regna  ma  DONNA,  e regna  con  univer fa- 
te ammirazione . Panni  in  fatti , che  in  que - 
fila  età , che  fra  tutte  le  venture  chiara , ed 
altera  avrà  da  VOI  il  nome , debbano  le  Don- 
ne tutte  fervire  alla  gloria  del  loro  fejfo,  e 
ciaf  cuna , per  quanto  le  può  venir  fatto , con- 
tribuire all1  accref  cimento  dello  Splendore , nel 
quale  VOI  lo  avvolgete ; VOI,  chefparfo  aven-, 
do  d1  ogn1  intorno  alta  maraviglia  di  Voflre 
Azioni  ,cofiringete  gli  Uomini  a dir  di  VOI 
con  pià  ragione , che  non  fu  detto  di  alcuno 
degli  antichi  Ce  fari , che  colla  Giufiizia,  e 

Cle- 


Clemenza  deir  Imperio  onorate  V umana  natu- 
ra , e rapprefintate  la  divina . Lafcio  a quel- 
le, che  gelo  fi  delle  glorie  del  noflro  fiffo  con- 
ferveranno a Pofleri  le  Voflre  Gefla , P efprì- 
mere,  come  ctlP  efimia  bellezza  del  corpo  ri- 
mirili/} in  VOI  accoppiate  ad  una , ad  ma 
tutte  le  virtù , e fopra  tutto  lafcio  loro  il 
celebrare  la  forza  del  vojìro  Ingegno , V In- 
comparabile V ffiro  Valore  , P ampia  Voflra 
Sufficienza  , e quella  invitta  Coflanza , che 
rifiorata , dirò  così , dalle  fteffe  fventure , e 
da  pericoli  fleffi , le  cofe  Voflre  nel  principio 
del  regno  da  nemico  Fato  travagliate  , e 
qua/i  oppre/f  e ritornò  liete , e felici , Non  fi 
rimarranno  effe  pure  di  far  cono  fiere  la  dol- 
cezza de ’ Voftri  cojlumi,  V Umanità  Voflra, 
e la  generofa  Attenzione , colla  quale  fra  lo 
flrepito  ancora , e il  tumulto  dettarmi  pro- 
teggete, e ravvivate  gli  fludj , e Parti,  on- 
de fi  nutre  il  pubblico  bene  , e fi  accendono 
utilmente  gli  animi  degli  Uomini . Sin  da 
primi  anni  occuparono  le  Scienze  la  Voflra 

Men - 


Mente , e niffuna  fra  quefle  è a VOI  ftra - 
niera  . Vi  a ora  da  quelle  diftolto  la  cura 
de ' Popoli  y ed  è f emirato  poco  al  Cielo  , che 
fofte  la  più  dotta  del  Voftro  Secolo  . Ma  non 
è in  VOI  però  men  fervido  l'amore  del  Vero , 
e perciò  chi  lo  ricerca  fommamente  diflingue - 
te  y e favorite.  Degnatevi  adunque , SACRA 
CESAREA  REAL  MAESTÀ’,  clementif- 
fìmamente  riguardare  quefla  mia  fatica,  e 
come  opera  , che  in  fe  raccoglie  tutti  i più 
luminofi  progredì  dell'  Intelletto  umano  , e 
come  quel  tributo , che  per  me  poteva  offrir - 
fi  maggiore  alla  gloria  del  Voftro  Regno , 
che  non  per  altro  par , che  richiami  la  memo- 
ria delle  Eroine , che  altrove  regnarono , che 
per  maggiormente  al  confronto  ef alt  are  la 
MAGNANIMITÀ8  s PRUDENZA,  E FORTUNA 
VOSTRA;  e fe  il  Mufico  Volume , che  la  Sorella 
mia  d avuto  l'onore  di  prefentarvi , è flato  tan- 
to avventuro fo  di  fciogliere  al  canto  la  Vo- 
flra  Voce , abbia  queflo  la  fofpirata  forte  di 
addo  prave  alcuna  volta  la  Voftra  Penetra- 
zione , 


zìone , e Sagacità*  Altro  non  rimanendomi , 
che  d1  implorarvi  dal  Cielo  lunghijjìma  F*ita, 
onde  deriverà  la  f labile  felicità  di  tante  a 
VOX  foggette  Nazioni , al  Voflro  Trono  umi- 
li ffim  amente  mi  proftro 


DELLA  S,  C,  R.  MAESTÀ*  VOSTRA 


Umilijjìma , obbedientijjhna  9 fedelijjtma 
Serva , e Suddita 
Maria  Gaetana  Agnefi . 
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AL  LETTORE* 


On  e informato 

effendo  delle  Matematiche  cofe_, , 
non  fappia  altresì  quanto , in  oggi 
fpezialmente  , fia  necefiario  lo  Au- 
dio delI’Analifi  , e quali  progreffi 
fi  fieno  con  quefia  fatti , fi  faccia- 
no tuttora  , e poffano  fperarfi  nell* 
avvenire  ; che  però  non  voglio  , nè  debbo  trattenermi 
qui  in  lodando  quella  fcienza  , che  punto  non  ne  abbi- 
sogna , e molto  meno  da  me  . Ma  quanto  è chiara  k_» 
neceffità  di  lei  , onde  la  Gioventù  ardentemente  s’ in- 
vogli di  farne  acquifio  , grandi  altrettanto  fono  le  diffi- 
coltà , che  vi  s’incontrano  , fendo  noto,  e fuor  di  dub- 
bio, che  non  ogni  Città,  almeno  nella  nofira  Italia^, 
à perfone , che  fappia.no , o vogliano  infegnarla  , e non 
tutti  anno  il  modo  di  andar  fuori  della  Patria  a cercar- 


ne. 


ne  i Maedri  . Io  Io  fo  per  prova , ed  ingenuamente  il 
confeffo  , mentre  con  tutto  lo  dudio  , ch’io  mi  fono 
sforzata  di  fare  da  me  medefima  fodenuto  dalla  più 
forte  inclinazione  per  queda  fcienza  , mi  troverei  tutta- 
via intricata  nel  gran  labirinto  ds  inoperabili  difficoltà  , 
fe  tratta  non  me  n’ avelie  la  ficura  guidale  faggia_. 
direzione  del  dottiflìmo  Padre  Don  Ramiro  Rampinelli 
Monaco  Olivetano  ora  ProfelTore  di  Matematica  nella-. 
Regia  Univerfità  di  Pavia  , a cui  mi  riconofco  alta- 
mente debitrice  di  tutti  que*  progredì  (quali  effi  fieno) 
de*  quali  è dato  capace  il  mio  picciol  talento  , le  di  cui 
lodi  io  tralafcio  come  fuperflue  ad  un  Soggetto  si  cele- 
bre , e fpezialmente  per  non  offendere  la  nota  , e for- 
fè troppo  rigida  di  lui  modedia  . Al  fopraccennato  in- 
comodo podono  rimediare,  non  v’à  dubbio,  in  parte 
i buoni  libri  , quando  effi  fieno  con  quella  chiarezza-. , 
che  bada  fcritti , e con  quel  metodo  , che  pur  troppo 
c neceffario  ; quindi  è , che  quantunque  le  cole  Anali- 
tiche fieno  tutte  pubblicate  con  le  dampe  , pure  per- 
chè effe  fono  fcollegate  , fenz’  ordine  , e fparfe  qua  , e 
là  nell’  opere  di  molti  Autori  , e principalmente  negli 
Atti  di  Lipfia  , nelle  Memorie  dell’  Accademia  di  Pari- 
gi , ed  in  altri  Giornali  , coficchè  non  potrebbe  certa- 
mente un  Principiante  ridurre  a metodo  le  materie,.  , 
quando  anche  egli  folle  di  tutti  i libri  fornito  , pensò 
il  rinomato  Padre  Renau  al  comune  vantaggio  , e die- 
de 


de  alla  luce  l’utiliffimo  libro  de  L’ Analife  demontre'e  , 
opera  degna  di  tutte  quelle  lodi  , che  maggiori  fi  pof- 
fono  . Dopo  di  che  fembrerà  forfè  affatto  inutile  , che 
comparifcano  quelle  mìe  Inflituzioni  , avendo  altri  già 
da  molto  tempo  cosi  largamente  proveduto  all’  altrui 
bifogno  . Ma  fu  quello  punto  io  prego  il  cortefe  Let- 
tore a riflettere  , che  crefcendo  le  fcienze  di  giorno  in 
giorno  , dopo  1’  edizione  del  lodato  libro  moltiffimi  , ed 
importantiffimi  fono  flati  i nuovi  ritrovamenti  inferiti 
dai  loro  Autori  in  diverfe  opere  , come  era  fucceduto 
degli  anteriori  ; quindi  per  ifcemare  agli  Studio!!  la  fa- 
tica di  andare  fra  tanti  libri  ripefcando  i metodi  di  re- 
cente invenzione  , mi  fembravano  utiliffime  , e neceffa- 
rie  nuove  Inflituzioni  di  Anali!!  . Le  nuove  fcoperte». 
m’ànno  obbligata  ad  un’altra  difpofizione  di  cofe  , o 
ben  fa  chi  pon  mano  in  si  fatte  materie  , quanto  i!a_. 
difficile  il  ritrovare  quella  , che  fia  dotata  della  dovuta' 
chiarezza,  e femplicità  , omettendo  tutto  il  fuperfluo, 
fenza  lafciare  cofa  alcuna , che  effer  poffa  utile  o ne- 
ceffaria  , e che  proceda  con  quell  ordine  naturale,  in_, 
cui  forfè  confifle  la  miglior  iilruzione  , ed  il  maggior 
lume  . Quello  naturale  ordine  io  ò certamente  fempre 
avuto  in  villa  , e l’ó  fommamente  procurato  , ma  non 
fo  poi  fe  farò  Hata  ballantemente  fortunata  per  conie- 
guirlo  . 


* 
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Nell’ 


Nell’  atto  poi  dì  maneggiare  varj  metodi  , mi  fi 
fono  parate  alla  mente  alcune  eftenfioni , e parecchie-» 
diverfe  cofe , le  quali  per  avventura , non  faranno  pri- 
ve di  novità,  e d’invenzione  : a quelle  darà  il  benigno 
Lettore  quel  pefo  , che  a lui  fembrerà  , non  intenden- 
do io  di  raccoglier  iodi  , contenta  di  elfermi  con  fodo, 
e vero  piacere  divertita , e di  aver  procurato  di  giova- 
re altrui  . 

Nel  Tomo  fecondo  per  entro  il  Calcolo  Integrale 
ritroverà  il  Lettore  un  Metodo  affatto  nuovo  per  li  Po- 
linomj , nè  in  luogo  alcuno  prodotto  ; quello  è del  ce- 
lebre , e non  mai  abbaflanza  Iodato  Signor  Conte  Ja- 
copo Riccati  Cavaliere  di  fingolarilfimo  merito  nelle-» 
feienze  tutte  , e ben  noto  al  mondo  letterario  . ’A  egli 
voluto  fare  a me  quella  grazia  nel  comunicarmelo  , 
che  io  non  meritava  , ed  io  rendo  a lui  , ed  al  Pub- 
blico quella  giullizia  , che  fi  conviene . 

Finalmente  , ficcome  non  è fiata  mia  mente  da_. 
principio  il  pubblicar  colle  fìampe  la  prefente  opera-, 
da  me  cominciata  , e profeguita  in  Lingua  Italiana-, 
per  mio  particolar  divertimento  , o al  più  per  illazio- 
ne d’ alcuno  de’  miei  minori  fratelli  , che  inclinato 
folle  alle  matematiche  facoltà  , nè  effendomi  determi- 
nata di  darla  al  Pubblico  , che  dopo  di  elfer  già  mol- 
to avvanzata  l’opera  , e pervenuta  a conllderabile  volu- 
me ; 


J 


me  ; mi  fono  perciò  difpenfata  dal  tradurla  ita  Latino 
Idioma  ( comecché  da  alcuni  credali  più  convenire 
tal  materia  ) si  per  l'autorevole  eiempio  di  tanti  cele- 
bri Matematici  Oltramontani  , ed  Italiani  ancora  , lo 
di  cui  opere  nella  loro  natia  favella  vanno  a comuno 
vantaggio  Campate  , si  pel  naturale  mio  rincrefcimento 
alla  materiale  fatica  di  trafcrivere  in  Latino  ciò  , cho 
aveva  di  già  fcritto  in  Italiano  . Nè  intendo  però  farmi 
carico  di  quella  purità  di  lingua  , che  lodevolmente* 
viene  praticata  in  materie  da  quella  diverfe  , avendo  io 
avuto  in  mira  più , che  ogni  altra  cofa  5 la  necefTaria^ 
poflìbile  chiarezza  • 
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Die  2 6.  Novembris  1748. 

IMPRIMATUR . 

Fr.  H.  Todef chini  Inquijitor  Gensralis  Mediolani  . 

F.  Curionus  Archìpresbyter  S.  Eufebit  prò  Eminentifs - 
& Reverendifs.  D.  D«  Card . Archiepiscopo  . 

Fidtf  Julius  Caefar  Berfams  prò  Excellentifs»  Senatu  . 
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terminati . 

CAPO  III.  Della  Coflruzione  de’  Luoghi , e de’  Problemi 
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CAPO  IV . Delle  Equazioni , e de'  Problemi  folidi . 

CAPO  V.  Della  Coflruzione  de'  Luoghi  che  fup erano  il 
fecondo  grado  . 

CAPO  VI.  Del  Metodo  de'  Mafflmi , e Minimi  , delle_j 
Tangenti  delle  Curve  , de'  Flejjì  contra- 
ri , e Regreffl , facendo  ufo  della,  folcii 
Algebra  Cartejìana  . 
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TOMO 


TOMO  IL 

LIBRO  SECONDO 

Del  Calcolo  Differenziale  « 

CAPO  Io  Dell " Idea  de'  Differenziali  di  diverji  ordini  t 
e del  Calcolo  de'  me  definii 

'CAPO  II«  Del  Metodo  delle  Tangenti  » 

CAPO  III,  Del  Metodo  de'  MaJJìmi  e Minimi , 

CAPO  IV,  De'  Flejfi  Contrari  , e de'  Regrefft . 
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Del  Calcolo  Integrale , 

CAPO  I,  Delle  Regole  dell'  Integrazioni  efpreffe  àcu* 
formale  finite  al gehr alche , q ridotte  cu* 
quadrature  fuppojle. 

C APO  II.  Delle  Regole  dell * Integrazioni  facendo  ufo 
delle  Serie  . 


CAPO 


CAPO  III.  Dell ’ ufo  delle  accennate  Regole  nelle  Retti- 
ficazioni delle  Curve  , Quadrature  de* 
Spazi  » alppianazioni  delle  Superficie , e 
Cubature  de'  Solidi  . 

CAPO  IV,  Del  Calcolo  delle  Quantità  Logaritmiche  » 
ed  Efponenzìalì . 

LIBRO  QUARTO 


Del  Metodo  Inverfo  delle  Tangenti  . 

CAPO  I,  Della  Cofiruzione  delle  Equazioni  differen- 
ziali del  primo  grado , fenza  alcuna  pre- 
cedente f epurazione  delle  indeterminate  , 

CAPO  lì.  Della  Cofiruzione  delle  Equazioni  differen- 
ziali del  primo  grado  per  mezzo  della 
precedente  feparazione  delle  Indetermi- 
nate « 


CAPO  III,  Della  Cofiruzione  d' altre  Equazioni  piu  limi- 
tate per  mezzo  di  varie  fofiìtuzioni  . 

CAPO  IV.  Della  Riduzione  delle  Equazioni  differenziali 
del  fecondo  grado. 
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INSTITUZIONI 

ANALITICHE 


LIBRO  PRIMO 


fAnalifi  delle  quantità  finite  , che 
comunemente  chiamali  Algebra.. 
Gartefiana,  è un  metodo,  con  cui 
trattando  quantità  finite  fi  fciolgo- 
no  i Problemi  ; cioè  da  certe  quan- 
tità, e condizioni  date  e cognite,  fi 
viene  in  cognizione  d'altre  incogni- 
cer.cano,  per  mezzo  di  alcune  operazioni» 
e metodi,  che  parte  a parte  mi  propongo  di  {piegare 
ne’  feguenti  Capi-, 


A CAPO 


« 


2 ISTITUZIONI 

i ^ 

CAPO  t 

Delle  primarie  Notizie,  ed  Operazioni  dell' Analifi 
delle  Quantità  finite  . 

i.  Le  primarie  operazioni  di  quefl’ Algebra  fono  le 
fieflè  dell’Aritmetica  comune,  cioè  la  Somma,  la  Sottra- 
zione , la  Moltiplicazione  , la  Divisone,  e l’ Ritrazione 
delle  Radici  ; ma  con  queita  differenza  , che  nell’Arit- 
metica comune  fi  adoprano  i numeri,  ed  in  quella  le  lpe- 
cie , o fia  le  lettere  dell*  Alfabeto , con  le  quali  fi  denomi- 
nano, e fi  calcolano  le  quantità  in  aflratto,  di  qual  forta 
effe  fiano,  geometriche,  o tìfiche,  come  Lince,  Super- 
ficie , Corpi , Forze  , Refiflenze,  Velocità  ec.  ; e però 
quella  tal  forta  di  Aritmetica  chiamafi  Algoritmo  delle 
quantità,  o Aritmetica  fpeciofa;  ed  è ben  quella  molto 
più  eccellente  di  quella , tutto  che  le  operazioni  fieno  le 
fleffe,  fi  perchè  quelle  quantità  non  fi  confondono  tra 
loro  nelle  operazioni , come  le  numeriche , H ancora  per- 
chè con  la  fiefia  facilità  fi  trattano  nel  calcolo  le  quantità 
note  , e le  incognite;  e finalmente  perchè  le  dimoflrazio- 
ni  analitiche  fono  generali , ed  a qualunque  cafo  applica- 
bili, la  dove  le  aritmetiche  fono  particolar  iffime , ed  in 
ogni  diverfo  cafo  è neceffaria  una  nuova  dimoflrazione . 

i.  Ma  delle  Quantità  altre  fono  pofitive  , cioè  mag- 
giori del  nulla,  altre  minori  del  nulla,  e però  negative. 

Per 


ANALITICHE.  3 

Per  cagion  d’efempio  : I Beni , che  fi  pofleggono , fono 
pofitivi,  ma  quelli,  che  ad  altri  fi  debbono,  fono  negati- 
vi , perchè  dai  pofitivi  s’hanno  a fottrarre  , e ne  dimi- 
riuifcono  la  fomma,  e però  ficco  me  fono  quantità  pofiti- 
ve  i Capitali,  che  uno  abbia,  cosi  fono  quantità  negative 
i Debiti . Similmente  le  un  Mobile  diretto  verfo  uno  feo- 
po,  o meta  del  fuo  viaggio  deferiva  uno  fpazio,  farà  que- 
llo fpazio  pofitivo  ; ma  fe  fi  porterà  verfo  la  oppofia  par- 
te, delcriverà  uno  fpazio,  che  relativamente  alla  meta  , 
verfo  cui  doveva  andare , farà  negativo . Quindi  in  Geo- 
metria fe  una  linea  condotta  da  una  parte  fi  alluma  per 
pofitiva  ( il  che  è arbitrario  ) farà  negativa  la  linea  con- 
dotta verfo  la  parte  oppofia , 

3,  Le  quantità  politile  fi  difiinguono  in  algebra^ 
dalle  negative  per  mezzo  di  certi  fegni  a loro  prefiffi  ; 
alle  pofitive  fi  prefigge  il  fegno  +,  che  dicefi  più,  alleu» 
negative  il  fegno  — » , che  dicefi  meno  ; e quando  una.# 
quantità  , che  o fia  polla  fola,  o in  una  ferie  di  altre  fìa 
la  prima,  non  abbia  prefiffo  fegno  alcuno,  s’intende  fem- 
pre  affetta  dal  fegno  pofitivo,  11  fegno  ±,  a cui  è contra- 
rio l’altro  è fegno  ambiguo,  e fignifica  il  più  ed  il 
meno  , cioè  il  pofitivo  ed  il  negativo  , di  modo  che  , per 
efempio,  ±a  vorrà  dire,  che  la  quantità  a fi  può  afiu me- 
re e pofitiva,  e negativa.  Il  fegno  — fignifica  eguaglian- 
za, e però  a—b  vorrà  dire  , che  a fia  eguale  a &;fìccome 
fi>b  fignifica,  che  a fia  maggiore  di  b , ed  a <;  b,  che  a 
fia  minore  di  b.  L’eguaglianza  poi  delle  ragioni,  cioè  la 

A 2 prò- 
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proporzione  geometrica  di  tre,o  quattro  quantità  fi  efpri- 
merà  cosi  a , b : : b,  c fe  faranno  tre,  e vorrà  dire,  che^ 
la  ragione  di  a alla  b è eguale  a quella  di  b alla  c ; ed  a , 
b\:c,  d vorrà  dire,  che  a è alla  b , come  c a d.  Final- 
mente il  fegno  oo  lignifica  l’infinito,  e però  a — oo  figni- 
ficherà,  che  a fia  eguale  all’infinito,  cioè  che  fia  quanti- 
tà infinita. 

4.  Quantità  femplice,  incompleffa,  o di  un  fol  ter- 
mine è quella,  che  è efprelfa  da  una,  o più  lettere , ma^ 
tra  loro  non  didime  e feparate  da  fegno  alcuno,  come_, 
a,  ab,  aac  ec.,  cosi  all’oppollo  è quantità  comporta  e di 
più  termini  quella,  che  è efprelfa  da  più  lettere  tra  loro 
feparate  da’  fegni,  come  a •+  b,  aa  —ff  ■+  hh,  ec.  ; e pero 
a 4- b farà  di  due  termini,  aa  —f  ■+  hh  di  tre,  ec. 

Della  Somma  delle  Quantità  /empiici  intiere . 

5.  Le  quantità  femplici  fi  fommano  tra  loro  con  Io 
fcrivere  una  dopo  l’altra,  lafciando  a ci  afe  una  di  loro  quel 
fegno,  che  hanno.  Abbiafi  da  fommare  a con  b con  c , 
farà  la  fomma  a -+b~hc;  abbiafi  da  fommare  a con  — bj 
farà  la  fomma  a—  b\  abbiafi  da  fommare  a con  a con  b 
con  b , farà  la  fomma  a* a + b + b;  ma  qui  avvertafi , che 
a *+  a è lo  rtelfo  che  aa,  e b ■+  b è lo  Hello  che  2 b ; e però 
la  fomma  fata  aa  -t-  ab  . Quindi  per  fommare  le  quantità 
efprelfe  dalle  medefime  lettere,  ballerà  alla  rtelfa  Ietrera 
prefiggere  tal  numero  , che  contenga  tante  unità,  quante 
volte  ella  è porta;  e però  la  fomma  di  ac  con  ac  con  ac, 

cioè 
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cioè  ac  -+  ac--¥ ac  farà  3 ac,  e quello  numero  fi  chiama-., 
coefficiente  numerico  . Che  fe  le  quantità  da  fommarfi 
dalle  delle  lettere  denominate  averanno  in  oltre  coeffi- 
cienti numerici , fi  fommino  effi  coefficienti  con  la  regola 
ordinaria  dell’aritmetica;  cosila  fomma  di  za  con  5 a eoa 
b con  4 b farà  7 a -+  5^;  cosi  la  fomma  di  a con  3 b con 
— 2 c con  7 p con  50  farà  a 4-  3#  — zc  -+  'Jc  -+  ^a,  ma  a -+ 
fanno  6a,  e — zc  +.  7c  fanno  $c9  dunque  la  fomma  iarà 
6a  •+  %b  + $c- 

Della  Sottrazione  delle  Quantità  femplici  intere  . 

6.  Per  fottrarre  una  quantità  da  un’altra  fi  muta  il  fe- 
gno  a quella,  che  fi  deve  fottrarre,  e col  legno  mutato  fi 
fcrive  predo  l’altra . Per  fottrarre  b da  a fi  feriva  a—b\  do- 
ve avvertali , che  fe  a farà  quantità  maggiore  di  b,  il  refi- 
duo  della  fottrazione,  cioè  la  differenza  farà  pofitiva;  e_* 
fe  b farà  maggore  di  a , effa  differenza  farà  negativa-.. 
Per  fottrarre  aff  da  bbc , fi  faccia  bbc  — aff' ; per  fottrarre  za 
da  sa,  lì  faccia  fa  — za;  ma  cinque  a meno  due  a fanno 
tre  a,  adunque  il  refiduo  farà  3 a;  per  fottrarre  — b da  a, 
fi  feriva  a+-b.  Nè  paja  firano,che  nel  fottrarre  — b quan- 
tità negativa  effa  divenga  pofitiva,  onde  il  refiduo  fia_* 
a+-b ; imperciocché  il  fottrarre  una  quantità  da  un’altra  è 
lo  dello,  che  il  cercare  la  differenza  tra  effe  quantità;  ora 
la  differenza  tra  a7e  — b è appunto  a 4-  b in  quella  guifa  , 
che  la  differenza  tra  un  capitale  di  cento  feudi  e un  de- 
bito di  cinquanta  è cento  cinquanta;  perchè  dall’avere-. 

cento 
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cento  all’avere  nulla  v’è  differenza  di  cento  , e dall’ave- 
re nulla  all’avere  cinquanta  di  debito  vi  è cinquanta  di 
differenza;  adunque  dal  capitale  di  cento  al  debito  di  cin- 
quanta vi  farà  differenza  di  cento  cinquanta . Cosi , per  la 
fleffa  ragione,  a fottrarre  b da  —a  fi  fcrive  — a — e per 
fottrare  — b da  — a fi  fcrive  — a-vb. 

Della  Moltiplicazione  delle  Quantità  femplici  intere  . 

7.  Le  quantità  femplici  fi  moltiplicano  con  Io  fcrive- 
re  l’ una  unitamente  all’  altra  fenza  alcun  fegno  frappoilo , 
e ciò  che  rifulta  chiamafi  il  prodotto,  ficcome  chiamanii 
i moltiplicatori  le  quantità,  che  tra  loro  fi  moltiplicano. 
Ma  intorno  al  fegno  , che  devefi  prefìggere  ad  effì  pro- 
dotti, è regola  generale,  che  fe  le  quantità  moltiplican- 
tefi  fono  ambe  pofitive,  o ambe  negative,  al  prodotto  fi. 
prefigge  fempre  il  fegno  pofitivo;  le  una  di  effe,  qualun- 
que fiafi,  è pofitiva,  l’altra  negativa,  al  prodotto  fi  pre- 
fìgge fempre  il  fegno  negativo.  La  ragione  di  ciò  è , che 
la  moltiplicazione  altro  non  è , che  una  proporzione  geo- 
metrica, il  di  cui  primo  termine  fia  l’unità;  il  fecondo,  e 
terzo  termine  le  due  quantità,  che  devonfi  moltiplicare  ; 
ed  il  quarto  il  prodotto,  e per  tanto  polli  in  ferie  l’unità 
per  primo  termine,  l'uno  de’  moltiplicatori  per  fecondo, 
l’altro  moltiplicatore  per  terzo;  poiché  il  quarto,  per  la_. 
natura  della  proporzione  geometrica  , deve  effere  molti- 
pio  del  terzo,  come  il  fecondo  è moltiplo  del  primo;  fe_, 
il  fecondo,  e terzo  termine  fono  pofitivi , cioè  fe,  per 

efem- 
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efempìo,  è 1,  a ::  b,  al  quarto,  efTendo  l’unità,  cioè  il 
primo  pofitivo,  dovrà  pure  efTere  pofitivo  il  quarto.  Sia_» 
negativo  il  fecondo , e pofitivo  il  terzo , cioè  fia  1 , — 
al  quarto;  dovendo  il  quarto  efTere  moltiplo  del  terzo, co- 
me il  fecondo  è moltiplo  del  primo,  ed  efTendo  negativo 
il  fecondo,  dovrà  pure  il  quarto  efTere  negativo.  Sia  pofl- 
tivo il  fecondo , negativo  il  terzo , cioè  fia  1 , a : : —b,  al 
quarto;  dovendo  il  quarto  efTere  moltiplo  del  terzo,  come 
il  fecondo  è moltiplo  del  primo,  ed  efTendo  il  fecondo,  ed 
il  primo  pofitivi,  ed  il  terzo  negativo,  non  potrà  il  quar- 
to efTere  fe  non  negativo.  Sieno  finalmente  il  fecondo, 
ed  il  terzo  negativi,  cioè  fia  1 , — a : : — b,  al  quarto  ; ef- 
fendo  il  fecondo  moltiplo  negativo  del  primo , bifognerà 
che  il  quarto  fia  moltiplo  negativo  del  terzo;  ma  il  terzo 
è negativo,  dunque  dovrà  il  quarto  efTere  pofitivo  . Adun- 
que il  prodotto  di  a in  b farà  ab ; quello  di  a in  -b  farà 
_ ab  ; di  — a in  b farà  pure  — ab  ; di  - a in  — b farà  ab  ; 
di  a in  b in  c farà  abc)  di  a in  — b in  c farà  — abc , perchè 
aìn—b  darà  — ab , e — ab  in  c darà  — abc  ; ed  il  prodot- 
to di  — a in  — b in  c farà  abc . 

Se  le  quantità  da  moltiplicarli  avefTero  dei  coefficien- 
ti numerici,  fi  moltiplicano  effi  coefficienti  con  la  foIita_. 
regola  de’  numeri , ed  il  prodotto  fi  prefigge  al  prodotto 
delle  lettere;  onde  il  prodotto  di  6 a in  — 8 bc  farà  —48 abc\ 
il  prodotto  di  za  in  — ib  in  — farà  12 abc,  e cosi  degl’ 
altri  ec. 

S.  Ora  poiché  il  prodotto  di  a in  a è aa  ; di  a in  a in  a , 

o di 
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o di  aa  in  a è aaa  ; dì  a in  a in  a in  a , o Ila  di  aaa  in  a è 
aaaa,  e così  fucceffivamente  ; per  non  replicare  tante  volte 
la  medefima  lettera  fi  fuole  fcrivere  a1  in  luogo  di  aa , a%  in 
luogo'  di  aaa , a 4 in  luogo  di  aaaa,  e così  degl’ altri  ; cioè 
fcrivendo  fopra  la  lettera  tal  numero,  che  contenga  tante 
unità,  quante  volte  dovrebbe  effere  replicata  ella  lettera,' 
e tale  numero  fi  chiama  l’efponente  ; fi  fuole  però  fcrive- 
re indifferentemente  tanto  aa,  quanto  az  ; non  così  di  pro- 
dotto maggiore . 

9.  Comecché  il  prodotto  di  un  numero  moltiplicato 
in  fe  fìeffo  fi  chiama  il  quadrato  di  quel  numero,  o fia  la 
feconda  patella , e fe  quello  prodotto  di  nuovo  fi  molti- 
plica nello  fleffo  numero  , il  nuovo  prodotto  fi  chiama», 
il  cubo.,  o la  terza  potelìà  dello  lìeffo  numero  , ed  il  pro- 
dotto del  cubo  nel  numero  fi  chiama  il  quadrato  quadra- 
to, o la  quarta  potellà  , e così  fucceffivamente  ; così  pure 
a moltiplicato  in  a,  cioè  aa  fi  chiama  il  quadrato  di  a , o 
la  feconda  potelìà  di  a , il  cubo,  o terza  potelìà , a4  la 
quarta  ec.  Sarà  dunque  affai  diverfo  2 a da  az , effendo  il 
primo  la  fomma  di  a con  a , cioè  a+  a , ed  il  fecondo 
il  quadrato  di  a , e così  fi  dica  di  3 a ed  a 3 , di  4 a ed  a 4 ec„ 
Ma  poiché  il  prodotto  di  •+  con  +9  e di  — con  — è fem- 
pre  pofitivo,  ne  viene,  che  tanto  il  quadrato  di  a,  quanto 
di  — a farà  fempre  aw  quantità  pofitiva;  alfoppolìo  il  cubo 
di  a farà  bensì  polìtivo,  ma  farà  negativo,  cioè  — a3  il  cubo 
di  — a,  perchè  — a in  — a fa  aa,  ed  aa  in  — a fa  —a1  « 
Così  farà  pofitiva  la  quarta  potelìà  tanto  di  a,  quanto  di 


— a\ 
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— a ; e generalmente  quando  l’efponcnte  della  potefià,  su. 
cui  fi  vuole  elevare  la  data  quantità , fia  numero  pari,  o fia 
pofitiva , o fia  ne  gativa  la  quantità , ciò  che  rifulta  farà 
Tempre  pofitivo  ; e quando  Fefponente  fia  difpari , fe  la^ 
quantità  è pofitiva,  ciò  che  rifulta  farà  pofitivo,  e farà 
negativo  quando  la  quantità  fia  negativa. 

Della  Divisone  delle  Quantità  [empiici  intere . 

io.  La  divifione  è un’operazione  oppofta  alla  molti- 
plicazione, e ciò,  che  quella  compone,  quella  rifolve;  poi- 
ché ab  è il  prodotto  di  a in  b s cosi  dividendo  ab  per  a fi 
avrà  b , e dividendo  per  b fi  avrà  a ; dividendo  abc  per 
bc  avraffi  a , e dividendo  per  a avraffi  bc  , e dividendo 
per  c avraffi,  ab  ec.  La  quantità  da  dividerli  fi  chiama  il 
dividendo;  quella,  per  cui  fi  divide,  fi  chiama  il  divifore  ; 
e ciò,  che  rifulta  dalla  divifione,  dicefi  il  quoziente.  Adun- 
que ogni  qualvolta  nel  dividendo,  e nel  divifore  vi  fono 
le  fiefie  quantità,  fi  tolgano  effe  in  quel  modo,  in  cui  fono 
nel  divifore,  dal  dividendo  cancellandole  ; e ciò,  che  ri- 
mane, farà  il  quoziente,  quindi  fe  fi  divida  aa  per  as  il 
quoziente  farà  a ; fe  fi  divida  a 3 per  a , il  quoziente  farà  aa  ; 
fe  fi  divida  a 3 à3  per  aa  bb , il  quoziente  farà  ab  ; che  fe  in 
oltre  il  dividendo,  e divifore  aveffero  coefficienti  numeri- 
ci, fi  dividano  elfi  con  la  regola  ordinaria  dell’aritmetica, 
ed  il  quoziente  numerico  fi  prefigga  al  quoziente  letterale, 
e però  dividendo  3 a1  b%  per  , il  quoziente  farà  a3  ; divi- 
dendo jóaafr  per  8 ab , il  quoziente  farà  7 abbi  e qui  notili, 

B che 
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che  qualora  la  quantità  da  dividerli  ila  la  ftelTa  del  divifore, 
come  farebbe  a dividere  b per  b , 7 a'  per  7 a1  ec. , il  quo- 
ziente è l’unità;  e la  ragione  è chiara,  perchè  il  dividere  è 
il  ricercare  quante  volte  il  divifore  entri  ovvero  fia  nel  di- 
videndo . 

11.  Quando  poi  il  dividendo,  e divifore  non  abbiano 
quantità  o lettera  comune,  per  cui  polla  farli  la  divifione_> 
nei  modo  fuddetto,  come  farebbe  a dividere  a per  b,a}  per 

le,  laabb  per  2cc  ec.,  fi  fenvono  cosi  — , ec.  , 

cioè  il  dividendo  al  di  fopra,edil  divifore  al  di  fotto  d’una 
lineetta,  e fi  intende,  che  a debbafi  dividere  per  b 3 a*  per 
he  ec.,  e quelle  chiamanfi  frazioni;  la  quantità  poi  fopra_» 
la  lineetta  dicefi  il  Numeratore,  quella  di  fotto  il  Deno- 
minatore. Che  fe  alcune  delle  lettere  del  divifore,  ma  non 
tutte,  foffero  comuni  con  la  quantità  da  dividerfi  , fi  tol- 
gano le  comuni  dall’uno  , e dall’altra  , e del  rimanente  fe 
ne  formi  una  frazione;  cosi  dividendo  a 3 bb  per  5 abcc , farà 

b 

il  quoziente  — ; dividendo  io aV  per  ijbcc,  farà  il  quo- 

zabb 

ziente  y~  ec. 

12.  Ma  perchè  può  elfere  pofitivo,  o negativo  ed  il 
dividendo,  ed  il  divifore,  è necelfario  in  ciafcuna  combi- 
nazione de’  cali  fidare  la  regola  per  lo  fegno  da  prefiggerli 
al  quoziente . Quella  è la  fielfa  di  quella , che  ferve  per  la 
moltiplicazione ,' vale  a dire,  che  fe  il  dividendo,  ed  il  di- 
vifore averanno  ambi  il  medefimo  fegno  pofitivo , 0 nega- 
tivo, 
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l ivo,  il  quoziente  farà  Tempre  pofitivo,  e fe  averanno  le- 
gni contrarj,  il  quoziente  farà  negativo.  La  dimoftrazione 
dipende  da  quella  de’  fegni  della  moltiplicazione  ; imper- 
ciocché ficcome  la  moltiplicazione  è una  proporzione,  il 
di  cui  primo  termine  fia  l’unità;  il  fecondo,  ed  il  terzo  i 
due  moltiplicatori  ; ed  il  quarto  il  prodotto;  cosi  la  divifio- 
ne  è la  ftefla  proporzione,  ma  inverfa,  il  di  cui  primo  ter- 
mine è il  dividendo;  il  fecondo  il  diviiore;  il  terzo  il  quo- 
ziente ; ed  il  quarto  l’unità . Abbiali  da  dividere  ±_  ab  per 
±.b,  farà  dunque  la  proporzione  iiab , jzb  *a,  i ( pon- 
go al  terzo  termine,  cioè  al  quoziente  il  fegno  * , non  fa- 
pendoli  per  ora  fe  debba  effere  pofitivo , o negativo  ) ora 
confiderata  quella  proporzione,  come  quella  della  molti- 
plicazione , ma  inverfamente  polla , fi  fa  che  elfendo  pofi- 
tivo  il  fecondo  termine  &,  non  potrà  effere  pofftivo  il  pri- 
mo ab  fe  non  fia  polltivo  il  terzo  a ; ed  eflendo  negativo 
il  fecondo  b , non  potrà  effere  negativo  il  primo  ab  fe  non 
fia  pofftivo  il  terzo  a\  e però  nella  divifione  quando  fieno 
pofitivi,  o negativi  i due  primi,  cioè  il  dividendo,  ed  il  di- 
vifore,  bifognerà  che  ila  pofftivo  il  terzo,  cioè  il  quozien- 
te. Illeffamcnte  pure  non  può  nella  lleffa  ferie,  o propor- 
zione effere  pofftivo  il  fecondo  b , e negativo  il  primo  ab5 
o pure  negativo  il  fecondo  b}  e pofftivo  il  primo  ab  fe_» 
non  fia  negativo  il  terzo  a ; adunque  nella  divifione  effen- 
do  pofftivo  il  dividendo,  e negativo  il  divifore,  o pure  all* 
oppoffo  , dovrà  neceffariamente  effere  negativo  il  quo- 
ziente , 
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13.  Per  quella  ragione  farà  dunque  lo  Hello  ferivo  re. 
per  efempio,  ~f> come  — , imperciocché  fe  a pofitivo 
devefi  dividere  per  b negativo,  dunque  il  quoziente  deve 
elfere  negativo;  come  pure  è lo  lidio  fcriv ere  -j,  ed  . 

Della  E/ìr azione  delle  Radici  dalle  Quantità  [empiici  intere . 

14.  Come  evvi  nelle  potellà  il  quadrato,  il  cubo,  la 
quarta  potellà,  la  quinta  ec,  ; cosi  tra  le  radici  vi  è la  qua- 
drata o lia  feconda,  la  cubica  o fia  terza,  la  quarta,  la_* 
quinta  ec.  La  denominazione  della  radice  li  chiama  il  di 
lei  indice,  e però  l’indice  della  radice  quadrata,  o fia  fe- 
conda è il  due;  della  cubica,  o fia  terza  il  tre  ; dtlla  quar- 
ta il  quattro  ec.  ; e per  cavare  la  radice  da  una  data  quan- 
tità devefi  ritrovare  quell’ altra  quantità,  la  quale  moltipli- 
cata in  fe  (Iella  tante  volte  una  meno,  quante  fono  le  unità 
nell’  indice  della  radice,  abbia  prodotta  la  quantità  prope- 
lla; cosi  a farà  la  radice  quadrata  di  aa,  la  cubica  di  a?  , la 
quarta  di  a 4 ec.;  illeffamente  la  radice  quadrata  di  aabb  fa- 
rà ab*,  di  1 6aabbcc  farà  la  radice  quadrata  4 abe',  la  cubica-» 
di  27 a*  x3  farà  3 ax , e cosi  dell’  altre . 

15.  E poiché  il  prodotto  del  meno  col  meno  è fem- 
pre  pofitivo,  come  di  fopra  fi  è veduto,  quindi  è,  che  la 
radice  quadrata  di  aa  farà  tanto  a,  quanto  — a,  cioè  ±ia‘, 
non  cosi  della  cubica  , la  quale  farà  pofitiva  fe  fia  pofitivo 
il  cubo , e farà  negativa  fe  fia  quello  negativo , poiché  il 
cubo  di  a farà  a3 , e —as  quello  di  — a;  bensì  la  radice.* 

quarta 
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quarta  farà  e poltriva,  e negativa;  e generalmente  parlan- 
do, la  radice  d'indice  pari  farà  fempre  e pofitiva,  e nega- 
tiva; d’indice  difpari  farà  pofitiva  fe  pofitiva  la  quantità 
proporia , e negativa  fe  ria  quella  negativa . E perchè,  per 
la  rie  fifa  natura  de*  legni  nella  moltiplicazione,  nelfuna.. 
quantità  pofitiva,  o negativa  può  mai  generare  poteflà  ne- 
gativa d’efponente  pari  ; cosi  è imponìbile  ritrovare  radice 
d’indice  pari  di  quantità  negativa.  Quelle  tali  radici  d’in- 
dice pari  di  quantità  negativa  fi  chiamano  imponìbili  , o 
immaginarie;  farà  dunque  immaginaria  la  radice  quadrata 
di  — aa , la  quarta  di  — a* , la  quadrata , e fella  di  — a6  ec.  ; 
e farà  vera,  e reale  la  radice  terza  di  — a* , la  quinta.» 
di  — as  ec. 

1 6.  Ma  il  più  delle  volte  la  propolìa  quantità,  di  cui 
fi  vuole  la  radice,  non  farà  un  quadrato,  un  cubo,  o altra 
potellà  nata  dalla  moltiplicazione  di  quantità  razionale  ìil^ 
fe  (lena,  ma  farà  un  prodotto  d’altra  natura,  come  ab , 
abc  ec.  ; in  quelli  cari  fi  fa  ufo  di  quello  fegno  1/ , che.» 

chiamali  vincolo  radicale,  onde  ^ ab , o‘ femplicemente^ 
y ab  vorrà  dire  radice  quadrata  di  ab 3 abc  vorrà  dire.* 

radice  cuba  di  abc , e cosi  ^ radice  quarta  , ^ radice^ 
quinta  ec.,  e quelle  tali  quantità  affette  dal  vincolo  radica- 
le fi  chiamano  Irrazionali . 


Della 
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Della  Somma  delle  Quantità  compone  intere  l 

17.  Dalla  Comma,  o fottrazione  delle  quantità  fem- 
plicl  nafcono  le  compode.  Per  fommare  quelle  pure  baila 
fcriverle  una  dopo  l’altra  con  que’  fegni , che  hanno . Per 
fommare  adunque  a-yb  con  c*-  d,  il  feriva  a-ybye  — d; 
per  fommare  2 aa  — xx  con  ^cc-yiyy,  fi  faccia  2 aa  — xx 
a-  3CC4-  ayy  > per  fommare  aa — xx  con  bb  4-  xx  4-  yv  , fi. 
faccia  aa  — xx  4 -bb  -r  xx  4-  yy  ; ma  qui  oifervifi , che  ~ xx 
e 4-  xx  fi  elidono,  e diflruggono,  adunque  cancellati  que- 
lli, la  fomma  farà  aa  4-  bb  4- yy  per  fommare  2 aa—  ^bb 
pon  aa  4-  2 bb  4-  yy , fi  feriva  2 aa  — $bb  4-  aa  4-  2 bb  4-  yy  ; ma 
2 aa*  aa  fanno  3 aa,  e — $bb  + ibb  fanno  — 3 bb,  adunque 
la  fomma  farà  3 aa  — $bb-yyy. 

Della  Sottrazione  delle  Quantità  compofte  intere , 

18.  Si  mutino  i fegni  alla  quantità,  che  fi  vuol  fot- 
trarre , indi  con  i fegni  cosi  mutati  fi  feriva  predo  quella  , 
da  cui  fi  vuol  fare  la  fottrazione . Per  fottrarre  c — d da_. 
a+b  fi  feriva  a+-b  — c+-d,  e la  ragione  è chiara,  imper- 
ciocché fottraendo  la  fola  quantità  c , e fcrivendo  ay  b — c 
già  fi  avrebbe  fottratto  troppo , perchè  devefi  fottrarre.» 
c — d,  cioè  la  fola  differenza  di  c e di  d,  e però  li  avrebbe 
fottratto  più  del  dovere  ? quanto  è la  quantità  d , adunque 
per  avere  giuda  la  fottrazione  ^fognerà  aggiungere  effìL, 
quantità  e fcriver?  a-yb  — c+-d-3  lo  dello  dicafi  delle^. 

quat> 
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quantità  più  compofle  . Per  fottrarre  a+~  da  $a+-  2 b, 
fi  feriva  3<3  •+-  ih  - a ~ 3 à,  e facendo  la  riduzione  dei  ter= 
mini  Umili,  poiché  3 a — a è la,  e ib—^b  è — b9  farà 
il  refiduo  2 a~b;  per  fottrarre  aa—  2ab  da  2 aa  — ab,  fi 
feriva  2 aa  — ab  — aa-^~  2 ab  , cioè  aa-h  ab  per  fottrarre-, 
%ab  2bc  +■  2cd  da  *>ab  — qbc  +-  2cd , fi  feriva  ^ab  — ^bc 
+-  2cd— lab-h  2bc—  2cà  , cioè  facendo  la  riduzione-., 
2ab—  ibe. 

Della  Moltiplicazione  delle  Quantità  compofle  intere . 

ip.  Intefa  la  regola  del  moltiplicare  le  quantità  in- 
complelfie,  è fachffima  quella  delle  compofle.  Si  feriva-.' 
adunque  l’uno  de’ moltiplicatori  fotto  l’altro,  all’ufo  dell* 
aritmetica  volgare  , indi  per  ciafcun  termine  dell’uno 
de’ moltiplicatori  fi  moltiplichino  tutti  i termini  dell’altro 
con  la  data  regola  delle  quantità  femplici,  in  quello,  che 
rifulta,  fi  faccia  al  folito  la  riduzione  de’  termini  filmili , ed 
avraffi  il  prodotto . Abbiali  da  moltiplicare  a+-  b — c per  x ; 

a 4-  b — c 

fi  feriva  x , fi  moltiplichi  per  x ciafcun  termi- 

ax  4.  bx  — ex 

ne  dell’altro  moltiplicatore  pollo  al  difopra,  e farà  il  pro- 
dotto ax  4-  bx  — ex  , Abbiali  da  moltiplicare  2^4- 36  — c 

za-h  3^  — c 

per  3#  — 2 y,  fi  feriva ix-zy  s per  Io 

6ax  -f-  ybx — 5 ex  — 4 ay  _ 01  y + tcy 

termine  3„v  fi  moltiplichino  tutti  i termini  della  quantità 
polla  al  di  fopra,  indi  fi  faccia  lo  flelfio  per  lo  termine 
— ry , e fe  altri  termini  vi  folTero  al  di  fotto  fi  farebbe  lo 

flelfio; 
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fìeffo  ; e farà  il  prodotto  6ax  +-  s>bx  — 3 ex  — 4 ay  — 6by  +.  icy  . 
Nè  importa,  che  l'operazione  fi  cominci  a delira,  o a_o 
finiflra  rifpetto  all’uno,  ed  all’altro  de’  moltiplicatori,  fìc- 
come  nulla  importa , che  di  effi  piuttollo  l’uno , che  lialtro 
fi  feriva  fopra  o lotto,  e che  fi  ponga  il  tale  o tal’ altro 
termine  per  primo.  Abbia.fi  da  moltiplicare  aa+*xx  per 
ùq  — xx  , adunque  fi  feriva  aa  Jr  xx 

ed  il  prodotto  farà  aaxx  — aaxx  — 

ma  aaxx  — aaxx  fi  elidono  ; adunque  il  prodotto  farà 
a*  __  x* . 

Nelle  moltiplicazioni  lunghe,  per  maggior  facilità  di 
ridurre  i termini  firnili , torna  affai  comodo  lo  fcrivere  efli 
termini  fimili , che  nella  moltiplicazione  fi  generano , uno 
fotto  l’altro  in  quella  guifa 

4 a1  4-  %aab  — 2 abb  4»  b% 
età  — 5 ab  4-  Cbb 

4 «s  -ir  la* b — 2 a3  bb  4*  aab  3 '—$ab*Jr6bi 
— 2 ca  *b  — 1 j a 3 bb  4“  io  aab  3 — 12  ab  * 

4?  24 a 3 bb  4-  18 aab  3 

dove  predo  fi  vede,  che  3 a*b  — zoa 4 sfanno  —17 a+b;  che 
— ta3bb  — i^a3bb+-  24  a 3 bb  fanno  rja3bb\  che  aab 3 4»  \ o aab* 
4*  1 Saab 3 fanno  2 gaab3;  che  — $ab*  — i2ab*fa.nno  — 1 jab*; 
e però  il  prodotto  farà  finalmente  4<?5—  ija*b+-  rja3bb 
4“  “19 aab 3 — l'jab*  6b^ . 

20.  Alle  volte  è fuperfluo  il  fare  l’attual  moltiplica- 
zione nella  guifa,  che  fi  è detta,  badando  femplicemente 
l’indicarla,  il  che  fuole  farfi  per  mezzo  diquedofegno  X9 

e col 


fi  moltiplichi 
per 
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è col  tirare  una  retta  fopra  ciafcuno  de’  moltiplicatori , la 
quale  fi  efienda  fopra  tutti  que’ termini,  che  entrano  nella 

moltiplicazione;  cos'io +-  xx  X vorrà  dire  il  prodot- 

to di  aa  +■  xx  in  aa — xx  ; ma  nella  quantità  aa+ * xx  X aa — xx 
± a 4 non  eflendo  il  termine  ± a 4 fotto  la  retta  linea, non 
s’intende  egli  comprefo  nella  moltiplicazione  di  modo, 
che  cosi  fcrivendo  vorrà  dire  il  prodotto  di  aab-x x in_» 
aa — xx  , al  quale  prodotto  è in  oltre  aggiunto,  o fot- 
tratto a 4 . 

2i.  In  quella  guifa  , che  nelle  quantità  femplici  il 
prodotto  di  a in  a dicefi  il  quadrato  di  a,  il  prodotto  di 
aa  in  a dicefi  il  cubo  di  a,  il  prodotto  di  a 3 in  a la  quarta», 
potefià  ec.  ; cosi  nelle  quantità  compofie  il  prodotto  , 

per  efempio,  di  a+-b  in  ab  b,  o fia  a+-bX  ab  b dicefi  il 
quadrato  di  abb,  il  quale  non  volendoli  formare  attuai- 

Z 

mente  colla  moltiplicazione  , fi  fcriverà  così  a b b ; ifief- 

z ( » 3 

famente  a +■  b Xabb  farà  il  cubo , e fi  fcriverà  a+  b ; 

_ — 3 . x x 

abb  X abb ,o  pure  a +-  b \ab  b dicefi  la  quarta  pote- 
fià, e fi  fcrive  ab  b ; lo  fielfo  intendafi  delle  quantità  di 
più  termini . 

Per  formare  attualmente  quelle  potefià,  devefi  mol- 
tiplicare in  fe  la  quantità,  ed  il  prodotto  nella  fieffa  quan- 
tità fucceffivamente  tante  volte  una  meno,  quante  unità 
contiene  il  numero  dell’efponente  di  ella  potefià  , che  fi 

defidera  . Ma  per  la  feconda  potefià,  cioè  per  lo  quadra- 

C to. 
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to,  li  può  abbreviare  l’operazione  cosi  : Se  la  quantità  è 
un  binomio,  cioè  di  due  termini,  come  a il  b ; fi  faccia  il 
quadrato  del  primo  termine , indi  fe  gli  ferivano  appreffo 
ì due  rettangoli , c.oè  due  volte  il  prodotto  del  primo  ter- 
mine nel  fecondo  con  quel  legno  , che  porta  la  regola^ 
della  moltiplicazione , e finalmente  fi  aggiunga  il  quadra- 

Z 

to  del  fecondo  termine  . Cosi  a +-  b farà  aa  +■  zab  +~  bb  ; 
__ , — % - 1 

a—^-b  farà  aa  — 2 ab  +-bb\  — a — b farà  aa  +-  2 ab  4-  bb  . Se 

la  quantità  folle  un  trinomio,  cioè  di  tre  termini,  fi  feri- 
vano in  oltre  i due  rettangoli  del  primo  termine  nel  ter- 
zo, e due  altri  rettangoli  del  fecondo  nel  terzo  (intenden- 
do , che  quelli  rettangoli  abbiano  que'  fegni,  che  porta  la 
moltiplicazione  ) e finalmente  il  quadrato  del  terzo  termi- 

....  , Z 

ne . Cosi  a +■  b ■ — c farà  egli  aa  +-  2ab+-  bb — 2 ac — 2 bc+-  cc , 
Se  la  quantità  farà  unquadrimonio,cioèdi  quattro  termini, 
fi  ferivano  in  oltre  due  volte  i rettangoli  de’  primi  tre  termini 
nel  quarto,  con  di  più  il  quadrato  di  eflo  quarto  termine  ec. 

22.  Ma  rifpetto  alle  quantità  binomie  può  fervire  il  fe- 
guente  Canone  generale  non  folo  per  elevarle  al  quadrato'', 
ma  a qualunque  potefià  m,  intendendo  per  m un  qualunque 
numero . Sia  dunque  p +-  q da  elevarfi  alla  potefià  m , farà  ella 

m m — 1 m — 4 ___  ni  — j 

p +-  mp  q-rmXm — 1 p qq-^-mXm — r Xm — 2 p q* 

~ — — 

=, ™ — 4 

+-  m X — 1 X W' — 2 X m — 3 p q*  ec. , e cosi  profe- 

’ a~  54  f 

guendo  con  la  fiefia  legge  . Deb- 
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Debball  adunque  fare  il  quadrato  di  p+-q  , in  quello 
cafo  m farà  2,  e però  foflituito  nel  canone  in  luogo  della  m 
il  2,  farà  il  primo  termine  pp;  il  fecondo  2 p2"~  1 q , cioè 

zpq  ; il  terzo  2 X 2 — 1 PZr~z,M}  cioè  M ( non  eflendovi 

Z 

con  fiderata  la  quantità  p}  perchè  elevata  alla  poteftà  nulla 
fi  eguaglia  all’unità,  come  fi  dimagrerà  al  numero  50.  ) 

il  quarto  2 X 2 — 1 X 2 — 2 \pz~~ 1 , ma  2 — 2 è lo 

a 1 

Hello  che  zero,  adunque  quello  termine  è moltiplicato 
per  zero , e cosi  pure  ciafcun  de’  fulfeguenti,  onde  faran-  • 
no  dii  ancora  zero,  e però  il  canone  terminerà  col  terzo 
termine  , e farà  il  quadrato  ricercato  pp  +.  2 pq  +-  qq . 

Si  voglia  la  terza  potellà  di  p 4-  q ; farà  m — 3 , quindi 
farà  zero  il  quinto  termine  coi  fuflTeguenti  , e la  ricer- 
cata potellà  ( fatta  la  follituzione  di  3 in  luogo  di  m) 
P 3 +*  3PP4  +■  +*  q 3 • Se  la  quantità  da  elevarfi  farà 

p — 2»  ballerà  porre  il  fegno  meno  a tutti  que’  termini , 
ne’  quali  la  q è a poteflà  difpari. 

Il  fuddetto  canone  ferve  non  foto  per  lo  binomio 
p +q,  ma  per  qualunque  altro  ancora;  e però  lì  voglia  la 
terza  potellà  di  2 ax  — xx  : fi  fupponga  2 ax  —p , e — xx  — q, 
farà  m-  3 , indi  nel  canone  in  luogo  di  p9  e delle  potellà 
di  p fi  fofhtuifca  2 ax,  e le  corrifpondenti  fue  poteflà  , lo 
flelfo  fi  faccia  di  — xx  in  luogo  di  q , e delle  fue  poteflà  , 
e fi  ponga  3 in  luogo  di  m , e farà  8 a,xì — naax 4 +• 
6ax 5 — x 6 . 

C 2 


Anzi 
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Anzi  potrà  egli  fervire  per  qualunque  polinomio  , 
cioè  per  qualunque  quantità  compolla  di  più  termini,  che, 
di  due . Sia  il  trinomio  a +-  b — c da  elevarli  alla  terza  po- 
teftà, farà  dunque  m—  3 ; fi  ponga  a~pt  e b — c—qt  indi 
furrogato  a , e le  fue  poteftà  in  luogo  di  p,  e delle  fue  po- 
terà , ficcome  in  luogo  di  q , e fue  poteftà  fortituito 

b — r,  e fue  corrifpondenti  poteftà,  farà  aì+~‘$aa'Xb — e 

4-3 a\b  — c +■  b — c9  cioè  a3 -h  Saab — saac+m  — 6abc 

sacci- b* — sbbc+'Sbcc  — c%  • 

Della  Divisone  delle  Quantità  compofte  intere . 

23.  Tre  combinazioni,  o fiano  tre  diverti  cafi  pof- 
fono  darfi  intorno  alla  divifione  delle  quantità  coraplefle  ; 
il  primo  quando  fia  completa  la  quantità  da  dividerli  , e 
femplice  il  divifore;  il  fecondo  quando  fia  femplice  quel- 
la, e comporto  quello;  il  terzo  quando  lìano  comporti 
l’una,  e l’altro.  Quanto  ai  primi  due  cafi  balla  far  ufo  del- 
la regola  delle  quantità  femplici . Nel  primo  cafo  fi  divida 
ciafcun  termine  della  quantità  propofta  per  lo  divifore  e 
nasceranno  intieri , o rotti , o in  parte  intieri , ed  in  parte  rot- 
ti, come  porterà  la  natura  della  divilione  nelle  quantità  fem- 
plici . Cosi  dividendo  aa  +■  ab — ac  per  a,avralfi  a +-  b — c ; 
dividendo  /[ab— 6bc+-xx  per  2 b,  avralfi  2 a — 3?+.  sex  ; 

zb 

dividendo  4 ab — cc  +-  sxx  Per  •>  avrallì  4 ab  — cc+-  Sxx9 
q fia  4 ab — c - 1-  xx  . Nel  fecondo  cafo  fi  feriva  il  divifore 


ANALITICHE . 21 

fótto  al  dividendo,  all’ufo  delie  frazioni,  e fe  in  ciafcun 
termine  del  numeratore  , e dei  denominatore  vi  farà 
qualche  quantità  comune  , fi  cancelli  quella;  e ciò,  che 
rimane,  farà  fempre  una  frazione  . Dividendo  però  $aìb 
per  aa  — ax- h ab,  farà  il  quoziente  3 a *b  . Dividendo 

a—x+-  b 

per  taa- — ìax  +■  ìxx  , farà  il  quoziente 

aa  — — ax  4-  xx 

24.  Nel  terzo  cafo  fa  d’uopo  in  primo  luogo  ordina- 
re il  dividendo,  ed  il  divifore  relativamente  ad  una  qual- 
che lettera,  che  11  crederà  più  a propofito  , il  che  11  fa_, 
fcrivendo  per  primo  termine  e nel  dividendo,  e nel  divi- 
fore quello , in  cui  quella  lettera  11  trova  alla  maggior  di- 
menfione  o potellà,  per  fecondo  termine  quello,  in  cui 
quella  ftelfa  lettera  è alla  potellà  più  prolfima  ; e cosi  fuc- 
ceffivamente  fino  a que’  termini,  che  affatto  non  conten- 
gano elfa  lettera,  i quali  faranno  gli  ultimi.  Cosi  farebbe 
ordinata  relativamente  alla  lettera  a la  quantità  a 3 4-  2 aac — 
aab  — 3 abc+-bbc  , ed  il  divifore  a — b . Che  fe  fi  volelTe 
ordinare  relativamente  alla  lettera  b , lì  ferverebbe  la_. 
quantità  così  : bbc  — 3 abe  — aab  +-  a 3 +-  2 aac , ed  il  divifore 
così  : — b +•  a . 

Ciò  pollo,  la  divilìone  fi  fa  in  quella  maniera:  Si  di- 
vide il  primo  termine  del  dividendo  per  Io  primo  termi- 
ne del  divifore,  ed  il  quoziente  fi  fcrive  a parte;  per  que- 
llo quoziente  fi  moltiplica  tutto  il  divifore,  ed  il  prodotto 
fi  fottrae  dal  dividendo;  fatta  la  formazione  , e ridotti  i 


ter- 
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di  nuovo  fi  divide  nella  detta  maniera  per  io 
primo  termine  del  divifore  il  primo  termine  di  ciò,  che  è 
rimado  nel  dividendo  , cioè  del  primo  reflo  , e quello 
quoziente  fi  fcrive  predò  l’altro  con  quel  fegno , che  deve 
avere  ; indi  per  quello  fecondo  quoziente  fi  moltiplica 
tutto  il  divifore  , ed  il  prodotto  fi  fottrae  dal  dividendo  , 
cioè  dal  primo  redo  , ed  in  quella  guifa  operando  fi  ripe- 
te il  calcolo  fino  a tanto  , che  dalla  fpttrazione  nulla  ri- 
manga, e la  fomma  di  tutti  i quozienti  parziali  farà  il  quo- 
ziente totale  nato  dalla  divifione  . 

Sia  da  divider  fi  a 3 -t-  2 aac — aab — ->3 abe  4-  Ttbc^&ca — b 
Si  feriva  la  quantità  da  dividerli  in  {A),  il  divifore  in  (£); 
diyifo  a 3 per  a,  il  quoziente  farà  aa,  che  fi  feriva  in  (D), 
indi  fatto  il  prodotto  del  quoziente  nel  divifore , e fottrat- 
to dal  dividendo,  rimarrà  il  primo  redo  (M)  . Si  divida», 
il  primo  termine  laac  di  quello  refiduo  ( M)  per  lo  delfo 
primo  termine  a del  divifore  , e fcrivafi  il  quoziente  2 ae 
predo  l’altro  in  (D),  fi  fottragga  dal  primo  redo  ( M)  il 
prodotto  di  lac  nel  divifore  (£),  ed  averalfi  il  fecondo  re- 
do (IV) . Si  divida  il  primo  termine  — abe  di  quello  fe- 
condo redo  per  lo  delfo  termine  a del  divifore  , ed  il  quo- 
ziente — bc  fi  feriva  in  (D)  vicino  agl’ altri,  dal  fecondo 
redo  ( N)  fottraggafi  il  prodotto  di  —bc  nel  divifore , e_, 
nulla  rimane;  adunque  il  quoziente  farà  aa-hiac — -bc 
( A ) aì  +-zaac—aab — 3 abe*- bbc  (È)  a — b 
( M ) iaac  — 3 abe  +>  bbc 

(N)  — abe  +•  bbc 


( D)  aa+-  lac  — bc 


Sia 
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Sia  da  dividerli  aì~T)aab  -h  3 abb  — bì  per  a — -b . Si  feriva 
il  dividendo  in  (A),  il  divifore  in  (B),  dividali  il  primo 
termine  a 3 per  a , cd  il  quoziente  dà  il  feriva  in  (D), 
indi  fatto  il  prodotto  del  quoziente  nel  divifore  , e fottrat  - 
to dal  dividendo,  rimarrà  il  primo  redo  (M)  ; fi  divida,.* 
il  primo  termine  di  quello  redo  ( M)  , cioè  — ladb  per  lo 
deffo  primo  termine  a del  divifore,  e fcrivafi  il  quoziente 
• — 2 ìab  predo  l’altro  in  (D) , fottraggafi  dal  primo  redo 
( M)  il  prodotto  di  — 2 ab  nel  divifore , e d avrà  il  fecon- 
do redo  (TV) , fi  divida  il  primo  termine  abb  di  quedo  fe- 
condo redo  per  Io  dedò  primo  termine  a del  divifore, 
ed  il  quoziente  bb  fi  feriva  in  ( D)  accanto  degl’ altri,  fot- 
traggafi indi  dal  fecondo  redo  ( TV)  il  prodotto  di  bb  nel 
divifore  ( B),  e nulla  rimane;  adunque  il  quoziente  totale 
farà  aa  — ■ 2 ab  +-  bb 


( A ) a 3 — ■$aab+-'$abb  — b 3 

(M)  — 2aab+-$aM  — bl 

(N)  abb  — b% 


(B)  a—  b 
( D ) aa  — ìab  +-  bb 


Altro  Efempio 


Dividendo  iaa+-  5 ab  +-  ibb — ac — ibe , Divifore  <3+*  ih 

Primo  redo  ab- 1-  ibb — ac — zbc , Quoziente  la-h  b — c 

Secondo  redo  — ac  — ibe 


Altro  Efempio 

Divid.  9d*-ì-iid'e  — 4 de1  — e4,  Divifore  3 di — ee 

Primo  redo  ndi e+-  ^ddee — 4 de*  — 9Quoz.^dd+^de-^ee 
Secondo  redo  3 ddee  — e 4 


Altro 
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Altro  Efempio 

Dividendo  4 aa  + 4 ab  — 2 ac  +-  bb  — cc  Divifore  la  +*  b 
Primo  redo  2 ab — 2acjrbb — cc 

Secondo  redo  . — 2 ac — cc  Quoziente  la  +-  b — c 

T erzo  redo  bc  — cc 

Ma  qui  ofiervifi  , che  l’ultimo  redo  bc — cc  non  è 
divifibile  per  2 a , ed  in  confeguenza  non  può  andare 
avanti  l’operazione,  rimanendo  la  frazione  bc  — cc , e que- 

ia  -H  b 

fio  vuol  dire,  che  la  propofia  quantità  non  è interamente 
divifibile  per  2a+-  b,  ma  folo  in  parte,  e però  farà  il  quo- 
ziente in  parte  intero,  ed  in  parte  rotto,  cioè  za+-  b — c 
4-  bc — cc, o pure  tutto  rotto,  fcrivendo  gaa^ab-  2ac+  bb-cc . 

aa  +.  b t a +.  b 

Deli’  Effrazione  delle  Radici  dalle  Quantità  compofte  intere . 

25.  Come  nelle  quantità  femplici,  cosi  nelle  compo- 
ile  la  radice  quadrata  di  una  qualunque  quantità  è quella, 
che  moltiplicata  in  fe  fletta  a prodotta  la  quantità  data;  la 
cubica  quella,  che  moltiplicata  in  fe  due  volte,  la  quar- 
ta tre  ec. 

La  maniera  di  cavare  la  radice  quadrata  nelle  quan- 
tità compiette  è la  feguente,  intendendo  però,  che  prima 
fieno  ordinati  i termini  relativamente  ad  una  lettera  fe- 
condo, che  è fiato  detto  al  numero  24. 

Sia  la  quantità  aa  +-  2 ab  +-  bb , di  cui  fi  vuole  la  radice 
quadrata,  che  fi  feriva  in  {A)  ; fi  cavi  la  radice  quadrata 

dal 
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dal  primo  termine  aa,  e farà  effa  a,  la  quale  fi  feriva  in 
(B),  fi  fottragga  dalla  quantità  propofta  (A)  il  quadrato 
di  effa,  cioè  aa,  ed  il  refiduo  fi  feriva  in  (D),  indi  fi 
raddoppj  la  quantità  a ferina  in  (E), .e  fi  feriva  in  ( Af)  , 
e farà  elfa  2 a\  per  2 a fi  divida  il  primo  termine  di  (D) , 
ed  il  quoziente  b fi  feriva  in  (E),  indi  fi  moltiplichi  il  di- 
vifore  2 a nel  quoziente  b,  e fi  fottragga  il  prodotto  dalla 
quantità  (D),  e di  più  da  effa  fi  fottragga  il  quadrato  di 
b , e perchè  nulla  rimane,  farà  a+~b\ a radice  cercata 

( A ) aa  +■  2 ab  +-bb  ( E ) a +-  h 

(D)  2 ab-hbb  (M)  aa 

Sia  la  quantità  a*+-6a3 b+-  jaabb—  iaab3 a- 4^ 4 . Si 
feriva  in  (A),  e fi  eflragga  la  radice  quadrata  dal  primo 
termine,  che  è aa,  e fi  feriva  in  (E),  il  quadrato  di  aa 
fottraggafi  dalla  quantità  ( A ),  e rimane  la  quantità  (D) , 
fi  raddoppj  aa,e  fi  feriva  in  ( Af),e  per  effo  raddoppiato, 
cioè  per  2 aa,  dividali  il  primo  termine  del  primo  refi» 
(D),  ed  il  quoziente  3 ab  fi  feriva  in  (E),  indi  fottratto  il 
prodotto  di  3 ab  nel  divifore  2 aa  con  di  più  il  quadrato  di 
effo  3 ab  dal  primo  redo  (D),  rimarrà  il  fecondo  redo 
(H)  . Si  raddoppj  tutta  la  quantità  (E),  e fi  feriva  in— 

(G)  , per  lo  primo  termine  di  effa  fi  divida  il  primo  ter- 
mine di  (H),  ed  il  quoziente  —abb  fi  feriva  in  (E)  , e— 
perchè  fottratto  il  prodotto  del  quoziente  nel  divifore  (G) 
con  di  più  il  quadrato  dello  il  effo  quoziente  dalla  quantità 

(H)  , nulla  rimane  , farà  la  quantità  ferina  in  (E), 


D 


cioè 
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cioè  aa+  %ab-*~  %bh  la  radice,  che  fi  cerca, 

(A)  a*+  6ayb+  $aabb~  izab^-i-qb*  (B)  aa+-  $ab*~tbfa 
( D ) Ca 3 b +-  5 aabb  — - i tab 3 4-  <\b  4 (M}  zaa 

(H)  — 4aabb-~  uaB*4-4b  + (G)  zaa*- Cab 

Ecco  l’Operazione  per  altri  Efempj. 

Sia  y'+^ay'’  — 8aiy-t-  4#  4 Rad.  jjy  +■  2^  — 2## 

Primo  redo  4 ay 3 _ Sa 3 y +-  4.7 4 zyy 

Secondo  redo  __ qaayy—  Za^y+.^a*'  zyy*-$ay 
Sarà  adunque  la  radice  quadrata  yy+-  2 ay  — tua 
Sia  la  quantità 

1 6 a*  -zqaaxXi-iCaabb+izbbxx+px*  Rad. /\aa—  3 xx—  zbb 

I,  redo  - 24  aaxx  - 1 6 aabb*  1 2 bbxx+  yx+  8 aa 

II,  redo  ~i6aabb  +izbbxx  Sua  ~~  Cxx 

III,  redo  —4 è4 

Con  queda  operazione  fi  arriva  in  fine  all’ultimo  redo 
_4&4,  il  quale  non  è divifibile-  in  alcun  modo  per  8 aa 
come  efigge  il  metodo,  che  in  quello  calo  non  à luogo  , 
Ciò  vuol  dire,  che  dalla  quantità  propoda  non  fi  può  at- 
tualmente edraerela  radice  quadrata,  e però  conviene-» 
fervird  del  fegno  radicale,  come  di  fopra  al  numero  16.; 
lo  dello  facciali  in  fìmili  cali  per  altre  radici  cube,  quar- 
te ec.,  e così  ^ aa*-  bb  vorrà  dire  la  radice  quadrata  di 

aa-hbb ; Kaab  — abb  vorrà  dire  la  radice  cuba  di 
aab  — abb  ec. 

2 6.  Rifpetto  alle  radici  cube.  Sia  da  edraerfi  la  ra- 
dice cuba  dalla  quantità  a1  '+-  i«ab  +•  $abb  +■  b3  , che  fi 

feri- 
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feriva  in  (A) . Si  cavi  la  radice  cuba  dal  primo  termine.., 
■a 3 della  quantità  propolla,  e fi  feriva  in  (E),  fi  fottragga 
il  cubo  di  quella,  cioè  a \ dalla  quantità  (A),  ed  il  refi- 
duo  fi  feriva  in  (D),  fi  faccia  indi  il  triplo  del  quadrato 
di  a , cioè  3 aa,  e fi  feriva  in  ( M),  per  elfo  fi  divida  il 
primo  termine  del  refiduo  (D)  , ed  il  quoziente  b fi 
feriva  in  (E),  per  elfo  fi  moltiplichi  il  divìfore  3 aa  , ed  il 
prodotto  con  di  piu  il  triplo  del  quadrato  di  b nella  quan- 
tità a , ed  il  cubo  di  b fi  fottragga  dal  refiduo  ( D ) ; e_j 
perchè  nulla  rimane,  farà  a + b la  radice , che  fi  cercava., 

(A)  a* -h -$aab +■  $abb +•  b*  (E)  a-hb 
(D  ) $aab  +-  %abb  4-  b 3 (M)  3 aa 

Debbafi  eflraere  la  radice  cuba  dalla  quantità 
z 6 4-  6bz%  * — j\ob 3 z 3 -t-  ^6bs  z — <54^ 6 , 

Si  cavi  la  radice  dal  primo  termine  z * , che  farà  zz  , 
c fi  feriva  in  ( B)  , fottraggafi  il  cubo  di  (E)  dalla  propo- 
lla quantità  {A),  ed  il  refiduo  fi  feriva  in  (D),  fi  faccia 
il  triplo  del  quadrato  di  (E),  e fi  feriva  in  (M),  indi  per 
elfo  fi  divida  il  primo  termine  della  quantità  ( D ) , ed  il 
quoziente  2 bz  fi  feriva  in  (E),  fottraggafi  pofeia  il  pro- 
dotto di  2 bz  nella  quantità  { M),  e di  più  il  triplo  del  qua- 
drato di  ibz  moltiplicato  in  zz  con  il  cubo  di  2bz  dal  refi- 
duo  (D),  e fcrivafi  il  refiduo  in  (H),  facciali  il  triplo  del 
quadrato  di  (B  ) , che  fcrivafi  in  ( G ) , e per  lo  primo  ter- 
mine di  elfo  fi  divida  il  primo  termine  della  quantità 
IH).,  ed  il  quoziente  —4 bb  fi  feriva  in  (B),  fi  moltipli- 

fà  2 chi 
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chi  quello  quoziente  nella  quantità  (G),  ed  d prodotto 
eoo  di  più  il  triplo  del  quadrato  di  — 4 bb  in  zz+-  2 ,bz,  ed 
il  cubo  di  —4 bb  fottraggafi  dalla  quantità  (H),  e nulla-* 
rimane  ; onde  farà  la  radice  cuba  della  quantità  propofta 
tutta  la  quantità  ( B ) , cioè  zz  +•  ibz  — 4 bb . 

, « s , 5 Radice  cube 

C A)  zJr-Cbz  — ^obzJi-^Cbz—  6$h  (ti)  zz-bzl/z — 4 bb 

( D)  I*  redo  6[>z  — - 4o£  z + $6b  z — ' fàf)  3 z 

(H)  IT.  redo  — nife  — 48^24-  $6b  z ~6db  m 

iz  .+-  11  bz  -’rizbbzz 


Nello  fiefthmodo  fi  farà  intorno  alla  quantità 

f A \ **  $ ^ 5 3 4 $ 6 /ni 

) 2 jy  —jh-Cy  4.144^  — r J1C i$zcyy  ~$)6cv  V-  y 

(D)  L refio  — j4Cjr  -4-  [44CCJ/  — 152.CJ  f-  i£zc yy  — ytcy 


Radice  cuba 
j yy  —uy  -m» 

4 

z7y 


( H ) II.  refio  io Zcpy  — 14-03/  rf  i yzcyy — c y +6\c  (G)  %7y  — j5cy+uffjij| 

27.  Per  le  radici  quarte  . Sia  propofia  la  quantità 
a*-h  <\albi-  6aabb+-  4(abì  4-  64,  d‘  cui  fi  vogliala  radice., 
quarta.  Si  feriva  in  {A)  , e fi  cavi  la  radice  quarta  dal 
primo  termine,  che  farà  a,  e fi  feriva  in  (B) , fottraggafi 
la  quarta  potefià  di  (B)  dalla  quantità  (A) , ed  il  reiìfiuo 
fi  feriva  in  (D)  , indi  facciafi  il  quadruplo  del  cubo  di  a-, 

.e  fi  feriva  in  ( Af),  per  eiTo  fi  divida  il  primo  termine^ 
della  quantità  (D),  ed  il  quoziente  b fi  feriva  in  (B)  , 
dalla  quantità  (D)  fi  fottragga  il  prodotto  del  quoziente  b 
nel  divifore  4«3,  e di  più  il  fefiuplo  del  quadrato  di  h nel 
.quadrato  di  a,  ed  il  prodotto  del  quadruplo  dei  cubo  di  b 
pella  quantità  e finalmente  il  quadrato -quadrato  o hu 


quarta 
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quarta  potedà  di  b\  e perchè  nulla  rimane,  farà  a +~  b hu 
radice  cercata 

{A)  a 4 -h  4 3 5 à 4t  tiaabb  +-  4#à 3 + é4  ( 5 ) 0 -h  à 
(D)  45 3 & +-  6aabb  +•  4^ 3 +-  à 4 (M)  4^ 3 

28.  Rifpetto  alla  radice  quinta  . Per  vedere  in  quale 
maniera  crefcano  le  operazioni  da  farli,  balla  formare  la 
quinta  potedà  del  binomio,  per  efempio  a+-b,  la  quale_» 
ci  darà  regola,  fìccome  la  feconda,  terza,  e quarta  pote- 
flà  dello  llelTo  binomio  ci  à data  regola  per  le  radici  qua- 
drata, cuba,  e quarta.  Similmente  fi  decorra  delle  radi- 
ci feda,  fettima  ec. 

Pel  Calcolo  delle  Frazioni  /empiici,  e compofie. 

29.  Dalla  divifione  delle  quantità  s’è  veduto  corne^ 
nafcono  le  frazioni , o fiano  i rotti . Una  frazione  adun- 
que indica  una  divifione  da  fard  del  numeratore  per  lo 
denominatore,  onde  ne  viene,  che  fe  il  numeratore  farà 

10  (leda  del  denominatore  , comej^  o pure  aa  — bb,  ed 

a a a — bb 

altre  Amili,  tali  frazioni  niente  altro  vorranno  lignificare, 
che  l’unità,  perchè  di  fatto  dividendo  a per  a,  aa—bb  per 
aa  — bb  3 il  quoziente  è l’unità . E perchè  la  moltiplicazione  è 
un’  operazione  contraria  alla  dividerne,  è chiaro , che  un  qua- 
lunque intero  d può  ridurre  ad  edere  una  frazione  di  qual- 
fivoglia  denominatore,  fe  per  la  quantità,  che  deve  edere 

11  denominatore,  fi  moltiplicherà,  e fi  dividerà  l’intero; 

cosi 


3o  I NS  TITXJZ  IONI 

così  per  ridurre  l’intiero  a ad  una  frazione  del  denotai* 
natore  b fi  fcriverà  ab  \ per  ridurre  a — b ad  una  frazione-» 

b 

del  denominatore  d fi  fcriverà  ad  — hi  ; per  ridurre  a + b 

ad  una  frazione  del  denominatore  c — d lì  fcriverà 

a +-  b X c — d , cioè  ac  4-  bc  — ad  — bd  . 
c — d e — d 

Della  Riduzione  delle  Frazioni  all'  efprejjtone  più  femplice  • 


30.  Quando  le  frazioni  anno  in  ciafcun  termine  del 
numeratore,  e del  denominatore  la  fìelTa , o le  lleffe  let- 
tere balìa  cancellare  nell’uno,  e nell’altro  le  lettere  co- 
muni, avendo  riguardo  alle  potellà  loro  , come  dilli  nella 
divifione  al  numero  io.  ; così  a3bb  farà  aabb ; ab 3 farà 

a c <c  ale 

bb  ; aib xlb  farà  a1—*  x1  . Ma  quando  anche  nel  nu- 

e ab  — b b a — b 

meratore,  e denominatore  non  vi  fiano  le  flette  Ietterò, 
purché  l’uno , e l’altro  fieno  moltiplicati  per  la  flelfa  quan- 
tità, faranno  anco  per  òtta  divifibili , ed  in  confeguenzo 
fi  potrà  ridurre  la  frazione  * Adunque  mc  — aad , che  è 

c d—  dd 

— - 2. 

appunto  ct&'y*\  C j ridotta  fata  cict^  cui  *4“  ^ o fio 

dXFzrd  4 aah+ xabb 


aa 


-t-  zab  Xaa  -h  zab  , farà  ridotta  aa  + zab  ; aac  — aad 


^ ^ ■■  2 


ab\  b 

. bb£^~  bbd 


b 


<cd dd 


xd—  dd 


o fia  aa  —bbXc—  ridotta  farà  aa  —Ih  ; 
4 X T^d  4 


aac 


acid  * 


ANALITICHE. 

ac  d 4-  add 


3i 


c d — ■ da 


o fia  aa  — adX  c~  d , ridotta  farà 


aa  ~~  ad 


d X 


ec. 


Generalmente  adunque  ogni  qual  volta  la  frazione  è 
tale,  che  il  numeratore,  e denominatore  fieno  ambi  di- 
vifibili  per  una  fteffa  quantità  ( che  in  quelli  cafi  fi  chia- 
ma il  loro  comun  divifore  ) facendo  attualmente  le  divi- 
fioni  , i due  quozienti  daranno  la  frazione  ridotta  ; ma_, 
avvertali,  che  fe  il  comune  divifore  non  è il  maffimo , la 
frazione  farà  bensì  ridotta,  ma  non  alla  più  femplice  ef- 

preffione ; cosi  la  frazione  a3  — abb,  che  è a X a -+  b X a~b 

aac  •+  abc  V'  V — } 

a A.  c A a -f-  Ir 

può  elTeredivifa  nel  numeratore,  e nel  denominatore  per  a, 
per  a+b,  e per  aa  + ab;  il  maffimo  di  quelli  divifori 
taa+-  ab;  adunque  perchè  fia  ridotta  alla  minima,  bifognerà 
dividerla  per  aa+-  abr  e farà  il  quoziente  a — b . Ma  il  più  delle 

volte  è affai  difficile  il  riconofcere  fe  vi  fia,  e quale  fia- 
quello  comun  divifore,  e però  fe  ne  darà  la  regola  più 
abbaffo  al  numero  $6,  per  ora  ommettendolo  a fine  di 
non  confondere  troppo  la  Gioventù  non  ancora  avvezza , 
e patterò  all’ altre  operazioni  fervendomi  di  frazioni  ridot- 
te  all'efprelfione  più  femplice  . 


Del 


r- 
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Del  Ridurre  le  Frazioni  al  comun  Denominatore . 

31.  Se  le  frazioni  fono  due  : Si  moltiplichi  il  nume- 
ratore della  prima  nel  denominatore  della  feconda,  in- 
di il  numeratore  della  feconda  nel  denominatore  della-* 
prima,  e cialcun  prodotto  fi  divida  per  Io  prodotto  de* 
due  denominatori  ; così  a +-  x farà  ay+-xb;  aF  — J-xx 

!T  y by  yy  lb 

farà  3 a'b—  ixxyy ; aa  — xx — aa  farà  aam~~mx  x -aam~ aan > 

3 h yy  tn  4-  n m ni  vi  +*  vi  n 

cioè  — mxx  _ aan.  Ma  devefi  avvertire,  che  alle  volte 

m m +•  m n 

i due  denominatori  delle  frazioni  polfono  avere  un  maffi- 
mo  comun  divifore  , nel  qual  cafo  è fuperflua  la  moltipli- 
cazione de'  numeratori  in  elfo  maffimo  comun  divifore  , 
e di  effi  comuni  divifori  fra  loro  per  formare  un  nuovo 
denominatore  , perchè  dovrebbefi  poi,  ciò  non  oliarne  , 
ridurre  la  frazione  alla  più  femplice  efpreifione  ; quindi 
debboniì  moltiplicare  i fuddetti  numeratori  non  per  i de- 
nominatori, ma  per  i quozienti , che  rifiatano  dal  divide- 
re effi  denominatori  per  lo  comune  loro  divifore  ; ed  il 
denominatore  farà  il  prodotto  di  effi  quozienti,  e del  det- 
to comun  divifore  . Per  efempio  fia  a 3 +-abb,  riducendo 

m n m x 

al  folito  al  comun  denominatore,  farebbe  a*mx,+.ab5mn  , 

m m n x 

cioè  « 3 x +~abbn;  adunque  era  fn perfino  moltiplicare  i nu- 

m n x 


me  ra- 
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mèmori  per  m comun  divìfore  de’  denominatori , ficca- 
rne era  fuperfluo  moltiplicare  i denominatori  fra  loro,  e 
ballava  moltiplicare  aì  in  x,  ed  abb  in  n per  formare  i 
numeratori,  e moltiplicare  m in  n in  x per  formare  il  co- 
mune denominatore . Cosi  per  ridurre  al  comune  deno- 
minatore a% ~ & 3 — _óM!_balf erà  moltiplicare  — aa  in  a+-  b s 

b 

e farà  u 3 — & 3 _al  aab , cioè  _ & 3 _ <2 1 & . Similmente  per 

a-*-  b“  (f  +•  b " 

ridurre  al  eomun  denominatore  £4  > a 3 + b 3 , poiché 

aac—aad  cd  •—  dd 

Cr—d  è comun  divifore  di  ambi  i denominatori,  ballerà 
moltiplicare  h*  per  d , ed  a 3 +-b 3 per  aa  rifpetto  a’  nume- 
ratori, e moltiplicare  aa  in  d in  c—  d rifpetto  al  denomi- 
natore, e però  farà  b*d  +■  a5  +?aab}  . 

aacd  — aadd 

Se  le  frazioni  da  ridurfi  al  comun  denominatore  fof- 
fero  tre;  Si  riducano  le  prime  due,  indi  fi  riduca  la  rifui- 
tante  da  quelle  colla  terza  ; e cosi  fuccellivamente  fe  fof- 
fero  piò.  Per  ridurre  al  comun  denominatore  a —m, 

T~  Y ~n 

fi  riducano  le  prime  due,  e fi  avrà  ad  + be',  e ridotta^ 

b d 

quella  con  la  terza  farà  adn  + ben-^bdm  . Che  fe  ili—. 

b dn 

oltre  vi  follerò  degli  intieri  ; poiché  qualunque  intiero 
fi  può  confiderare  , come  una  frazione  , che  abhia_* 
l’ unità  per  denominatore , fi  procederà  nello  Hello  mo- 

E do  $ 
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do  ; così  ìaa  +-  3 a; 4 — zy 4 , cioè  2 .aa  +»  g^4—  2jy4  fara 

fx»  — o ax  1 %xx  —3  ax 

6aaxx  — 1 6al  x 4-  3A?4'—  2y4  . 

3 x x — ■ 3 a x 


Della  Somma , e Sottrazione  delle  Frazioni . 

32.  Le  frazioni  fi  fommano  con  lo  fcriverle  una^. 
predo  dell'altra  con  que’  fegni,  che  anno;  ed  all' oppo- 
rlo nella,  fottrazione  fi  mutano  i fegni  a quelle  , che_* 
debbonfi  fottrarre;  e lo  ftedò  facciafi  fe  con  le  frazioni 
vi  fodero  degl’intieri.  Per  fommare  _aa  con  bb,  fi  feriva 

C c 

aa-h  bb  ; per  fommare  aa  con  xx  —y,  fi  feriva  aa- 1-  xx—y, 

c ~~c  m c m 

che  ridotta  poi,  fe  fi  vuole,  al  comun  denominatore  è 
aam  4-  cxx  _ cmy  ; per  fommare  aab 4 con  aabb , 

a*-iaabbjr  b*  aa~  bb 

fi  feriva  aab*  +■  aabb , che  fe  in  oltre  fi  voglia  ri- 
~à*'-iaabb+b*  aa  ~Tb 

durre  al  comun  denominatore,  fi  odervi,  che  il  denomi- 
natore della  prima  è il  quadrato  di  aa  — bb  ; adunque  i 
denominatori  anno  il  maffimo  comun  divifore  aa  — bb  ; 
e per  edo  divifi , i quozienti  fono  aa  — bb  del  primo  , e_. 
l’unità  del  fecondo  , e però  baderà  moltiplicare  il  nume- 
ratore della  feconda  frazione  per  aa  — bb , e dividere  il 
tutto  per  a*  — laabb  -+-  b*  , e farà  aab* 4-  a*bb  — aab*  , 

fl4~  xaabb  4-  b 4 


cioè 


cioè 


a^bb 
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. Per  fottrarre  bb  da  aa  fi  feriva  aa  ~bb , 

a 4 _ zciabb  4-  £ 4 c c c 

Per  fottrarre  a—xx  da  yy  fi  feriva  yy  —a+.xx,  e ridu- 

m m — n m — n m 

cendo  , fe  fi  vuole  , al  cornuti  denominatore  myy  — amm 

mm  — *mn 

4-  atnn  4-  mxx _ nxx . Per  fottrarre  b 4 da  4 3 4-  6 5 


mm  — mn 


qaac—*  ^aad  zvd  ~ idei 

fi  feriva  a1  + b%  ~.b*  , e volendo  ridurre  al  comune 

zcd  — idi  <j.aac  — 4 aad 

denominatore  fi  moltiplicherà  a'-t-b*  per  2 aa,  e — £4 
per  dj  ed  il  tutto  fi  dividerà  per  qaacd  — qaadd , e farà 
%a%  4-  2 aab'\  -^b*d 
qaaed  $aadd 


Della  Moltiplicazione  delle  Frazioni 

33.  Si  moltiplicano  i numeratori  fra  loro,  e lo  ftef- 
fo  fi  fa  de’  denominatori , e la  nuova  frazione  è il  prodot- 
to delle  frazioni  moltiplicate  . Cosi  per  moltiplicare  ac 

~~b~ 

in  bc  fi  feriva  abc~ , che  fi  riduce  ad  acc\  per  .moltiplica- 

d b d d 

re  2 ab  in  %aa—,bb  fi  feriva  6aìb—  zab% . Lo  fieftò  fi  fac= 

^4-  c 5 0 $bc  4-  JfC 

eia  fe  vi  fieno  interi  confiderando  l’intiero,  come  una_. 
frazione,  il  di  cui  denominatore  fia  l’unità  ; cosi  per  mol- 
tiplicare 24!  in  xx  _ yyy  fi  faccia  2 axx—6ayy 

1 x 3 X 

E 3 


Deb- 
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Debbafi  moltiplicare  aa  -h  bb  in  a—b . In  quelli  , e 

a — b 

limili  cali , giacché  la  quantità,  che  deve  moltiplicare, è 
la  ilefia  del  denominatore  della  frazione,  ballerà  cancel- 
lare il  denominatore,  ed  il  prodotto  farà  aa+-  bb\  debbafi 
moltiplicare  aa  — bb  in  aa—abj  fi  ofiervi,  che  aa  — bb 

a jf,b 

è a+-  bX  a ~b,  e però  fi  verrebbe  a moltiplicare  aa  — ab 
in  a + b in  a — b per  indi  dividere  per  a+-b;  adunque  giac- 
ché a-\-b  farebbe  un  comun  divifore  del  numeratore  , 
denominatore,  che  rifulterebbe , fi  potrà  ommettere  e la_j 
moltiplicazione  , e la  divifione  per  efiò  a+b  , ballando 
che  fi  moltiplichi  il  numeratore  per  a — b , ed  il  prodotto 
farà  a 3 — 2 aab  4-  abb . Così  il  prodotto  di  a 3 — abb  in  a 3 

sex  — yy  aa — bb 

farà  -£l  . 

xx  — yy 

Della  Divifione  delle  Frazioni  '. 

34;  La  divifione  delle  frazioni  fi  farà  moltiplicando 
in  croce,  cioè  moltiplicando  il  numeratore  del  dividendo 
nel  denominatore  del  divifore,  e quello  prodotto  farà  il 
numeratore  della  frazione,  che  deve  elfere  il  quoziente; 
indi  moltiplicando  il  denominatore  del  dividendo  nel  nu- 
meratore del  divifore,  ed  il  prodotto  farà  il  denominatore 
del  quoziente  . Quello  quoziente  poi,  fe  farà  bifogno  , fi 
ridurrà  all’efpreffiòne  più  femplice.  Debbafi  dividere  ab 

C 

per 
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per  m , farà  il  quoziente  abn  ; debbafi  dividere  ab  per  —m , 

n c m . c n 

farà  abn,  o fi  a — abn , che  è lo  fteflTo,  numero  13.;  debbafi 

— cw  crn 

dividere  aì  _ & 3 per  aa—  ab  +-bb , farà  a1  c—b3 c 
aJrb  ~~  è 

E’  chiaro  il  vedere,  che  fe  le  due  frazioni,  cioè  divi- 
dendo, e divifore  , avellerò  il  medefimo  denominatore  , 
farebbe  fuperflua  la  moltiplicazione  in  croce , come  fe  fi 
voleffe  dividere  aa  per  c—  d , badando  in  quefto  cafo  di- 

m m 

videre  aa  per  c — d ; poiché  moltiplicando  in  croce  fareb- 
be aam  , ma  riducendo  alla  minima  efpreffione  farà  aa  . 

cm  — dm  c — d 

Cosi  dividendo  a 3 - abb  per  aa  + 2 ab  +■  bb , farà  a 3 — abb  m 

c — d c — d aa+iab+bb  * 

ma  riducendola,  poiché  il  numeratore  h aXa+-  b\a  — b, 
ed  il  denominatore  è a~hbXa+-  b,  farà  aa-ab.  IftefTa- 

a -f  b 

mente  fi  operi  dividendo  intiero  per  frazione,  o frazione 
per  intiero,  confida  andò  l’intiero  come  una  frazione,  il 
di  cui  denominatore  fia  l’unità  ; così  dividendo  per 
2 yy  —3 xy  la  quantità  aa  xx , farà  3# 3 _ 3 axx 

— a 

3 a 2 yy  — ir. y 

Deli’ Fjlr  azione  delle  Radici  dalle  Frazioni . 

35.  Si  eflrae  la  radice  dalle  frazioni  con  lo  eilraefe 
la  radice  dal  numeratore,  ed  indi  dal  denominatore;  e 

quella 
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quella  nuova  frazione  farà  la  radice  della  frazione  propo- 
Ila . La  radice  quadrata  di  aabb  farà  adunque  ab,  la  radice 

cc  c 

quadrata  di  a*  — zaabb  +-  b+  farà  aa—bb\  la  radice  qua- 

aa  -f-  4 ai  4-  4 bb  a 4-  rb 

drata  di  4 aa  ~t<54xx  >—  160##,  cioè  di  xooaa  -^d^xx  — i6oax 

zj  z] 

farà  1 od!  — Sx , Lo  lidio  dicati  delle  radici  cube,  quarte, 

~7~ 

quinte  ec. 

Ma  fe  non  fi  potrà  ellraere  la  radice  dal  numeratore , 
e denominatore,  bensì  da  uno  de’  due  ; fi  eftragga  da 
quello,  da  cui  fi  può,  ed  all’  altro  fi  ponga  il  fegno  radica- 
le , Così  la  radice  cuba  di  a 6 farà  aa  , la  radice 

3 3 ^ * ■ ' 

« Va'-X* 

cuba  di  aax  — x 3 farà  y-"aax  —x 3 * ^ ^al  numera- 

a. 5 b 3 (f  b 

tore,  nè  dal  denominatore  fi  potrà  eftrarre  elfa  radice , fi 
porrà  tutta  la  frazione  fotto  al  vincolo  radicale  ; così  la^ 
radice  quadrata  di  x 4-  a4  farà 

XX  4t  bx  ' ~^ThT 

Del  majjlmo  comm  Dìvifore  di  due  Quantità,  0 Formale  . 

3 6.  Per  forinola  s’intende  una  qualunque  efprefiìone  ana- 
litica mcorppleflàjO  compleffa,  le  di  cui  lettere  facendo  figura 
d’indeterminate  poffono  edere  quelle , che  più  fi  vuole  per 
modo,  che  tutto  ciò,  che  di  effa  forinola  fi  dica,  s’inten- 
da 
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da  detto  di  qualunque  altra  d’altre  lettere  compofla  , ma_^ 
ad  ella  limile . 

Per  avere  il  rnaffimo  comun  divifore  di  due  quantità, 
o forinole  : In  primo  luogo  fi  olfervi,  fe  ciafcun  termine 
d'ambedue  folfe  moltiplicato  per  una  medefima  quantità  , 

0 numero;  nel  qual  cafo  per  elio  fi  faccia  la  divifione_., 
indi  fi  ordini  l’una , e l’altra  formola  fecondo  una  qualun- 
que lettera  a piacere  ; cioè  11  ponga  per  primo  termine-, 
quello , in  cui  ella  lettera  è alla  maggiore  dimenfione  , 
ed  indi  gli  altri  per  ordine  . Sieno  le  due  forinole,, 

1 Sa'bx-Sa  + b-iabx* -8a'~bxx^bx+  t i;  D0;  hè 

6a*b  4-  bx'  - abxx-Saabx  16  quaiL  P0icne 

fono  divifibili  per  la  lettera  &,divife  ed  ordinate,  fe  così  pia- 
ce , per  la  lettera  x fono  x*  — 3 ax*  — 8 aaxx+  18  a*  x — %a‘r \ 
x 3 — axx  — Saax +•  6a 3 . Ciò  fatto,  la  prima,  cioè  quella,, 
in  cui  la  lettera  x , che  ordina  i termini  , è alla  maggior 
dimenflone,  fi  divida  per  la  feconda  dicendo  x 4 divifo 
per  x 3 dà  di  quoziente  x , ed  il  prodotto  di  quello  quo- 
ziente nel  divifore  fi  fottragga  dal  dividendo,  e fi  avrà  il 
primo  redo  — zax%  +-  ira1, x — Sa + , che  lì  riduca  all’ef- 
prelfione  più  femplice  ( come  tempre  deve  farfi  ) dividen- 
dolo per — 2 a,  e farà  x*  — 6aax  4- 4.7 3 . E perchè  la  di- 
menflone della  x in  quello  relìduo  è la  ilelTa  del  divifore, 
con  lo  flelfo  divifore  fi  divida  elfo  refiduo,  da  cui  itlelfa- 
mente  fottraggafi  il  prodotto  del  quoziente  nel  divifore-,  , 
e fi  avrà  il  fecondo  refiduo  axx+  zaax __  za 3 , cioè,  divi- 
dendo per  a9  xx  + 2 ax—  2 aa.  Ora  poiché  in  quello  relì- 
duo 
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duo  la  dimenfione  della  x è minore  che  nel  divifore  , s’in- 
verra  l’ordine , e fi  faccia  fervire  quello  refiduo  di  divifo- 
re, ed  il  divifore  primo  di  dividendo,  e fatta  la  divido- 
ne,  fi  fottragga  il  prodotto  del  quoziente  nel  fecondo  di- 
vifore dal  fecondo  dividendo,  cioè  da  x 5 — axx  —8 aax  +6a i , 
e farà  il  refiduo  — 3 axx  -jSaax  6a3 , cioè  dividendo  per 
_3 a,  xx  -h  zax  — 2aa ; e perchè  quell’ultimo  refiduo  è 
lo  delTo  del  divifore,  farà  elio  il  malfimo  comun  divifore 
delle  due  formole  a?4  — yax3  — %aaxx  4-  \%a3  x — 8# 4 ; 
x 5 — ax x — Saax  <5 a 3 , e quello  moltiplicato  in  b,  cioè 
hxx  4-  iabx  — 2aab  farà  il  malfimo  comune  divifore  delle 
due  formole  da  prima  propolle  bx*  — $abx3 ^%aabxx -k 
•+•  i$a3 bx—Ba*b  ; bx 3 — abxx  — Saabx 4- 6a 5 b , le  quali 
furono  dfvife  per  b . 

Sieno  le  due  formole  a;4_4 ax3  -j-  iiaaxx  — 20 a1  x-*, 
* i2<?4;  a?4— 3^3+  x laaxx _ 1 6a 3 x +■  24 a4  ordinate.^ 
per  la  lettera  x,  la  quale  effendo  alla  flelfa  dimenfione_, 
nell’ una,  e nell’altra,  è arbitrario  di  prendere  quella,  che 
fi  vuole,  per  divifore  . Si  divida  adunque  la  prima  per  Ja_. 
feconda.,  e fottratto  dal  dividendo  il  prodotto  del  quozien- 
te nel  divifore,  farà  il  primo  refiduo  _ . ax  5_  aaxx—^ 
40 3 a?  — 1 2<3 4 , cioè  dividendo  per  _ a , x 3 +■  axx  -h 
+ 4 aax-h  ita3  . Qui  invertendo  l’ordine  fi  prenda  quello 
refiduo  per  divifore,  ed  il  primo  divifore  per  dividendo  ; 
fatta  la  divifione,  e fottrazione  de!  prodotto  del  quoziente 
in  quello  fecondo  divifore  dai  fecondo  dividendo  , farà  il 
fecondo  refiduo  — Qax3  +•  Baaxx  — ■ z8a3 x+~  24^ 4 ; cioè 

divi* 
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dividendo  per  — 4#,  x J — 2axx 4-  7 aax  — 6a*  . Con  lo 
Ilelfo  fecondo  divifore  fi  continovi  la  divisone  di  quello 
fecondo  refiduo,  e fatta  la  fottrazione  al  folito,  fi  avrà  il 
terzo  refiduo  — 3axx+-  %aax  — 18 aì  , cioè  dividendo  per 

— 3 a,  xx —a  x 4-  6aa  . Si  inverta  di  nuovo  l’ordine,  e_» 
per  quello  terzo  refiduo  fi  divida  il  fecondo  divifortL» 
xljr  axx-’r  4 aax  -h  12 a5  , e fatta  la  fottrazione  al  folito  , fi 
troverà  il  refiduo  2 axx  — 2 aax  +-  12 #5,  cioè  dividendo  per 
2 a 9 xx—  ax+-  6aa,  che  è la  HelTa  quantità  di  quella  , che 
à fervito  di  divifore;  e però  il  malfimo  comune  divifore-» 
delle  due  propofle  formole  . 

Sieno  le  due  formole  p _ aaff — bbff- +•  aabb  ; p — aff— 

— 2 abf-h  2aab  ordinate  per  la  lettera/.  Si  divida  la  prima 
per  la  feconda  , ed  il  prodotto  del  quoziente  f nel  divifo- 
re fottratto  dal  dividendo  darà  il  refiduo  primo  ap  — 

— aaff  + zabff — bbff — zaabf  +■  aabb  , che  li  proieguifca  a_» 
dividere  per  lo  ilelfo  divifore , e fottratto  il  prodotto  del 
divifore  nel  quoziente  a dal  dividendo,  fi  avrà  il  fecondo 
refiduo  2 abff—  bbff — 2azb+-  aabb , cioè  dividendo  per  b , 
laff—  bff—  za 5 +■  aab ; li  inverta  l’ordine,  e per  quello  fe- 
condo refiduo  fi  divida  il  primo  divifore  p — aff—  2abf+- 
+-  2aab,  e fatto  il  prodotto  del  quoziente  f nel  detto 

i a — b 

refiduo,  che  à fervito  ora  di  divifore  , ed  indi  fatta  la  fot- 
trazione,  li  avrà  il  terzo  refiduo  — aff- h aaf-2abf-b  2 aab, 
cioè  dividendo  per  — < a , ff—  af+-  2 bf—  zab  . Con  lo  ilelfo 
ordine  fi  continovi  la  divilione,  e fottratto  il  prodotto  del 

F quo- 
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quoziente  i nel  divifore  i ajf-~  bjf +•  aab  — la*  , fi  a il 

za — b 

quarto  relìduo  — af+  ibf — lab  +■  aa , per  cui,  invertendo 
pure  l’ordine,  fi  divida  il  terzo  relìduo,  e iottratto  il  pro- 
dotto del  quoziente  f nel  diviiore,  fi  avra  il  quinto  re- 

z b — a 

fìduo  2 bf—  lab , cioè  dividendolo  per  2 b , /—  a’,  efio  fi  di- 
vida per  il  quarto  relìduo  —af+  ibf—  lab  +-  aa,  e fottrat- 
to il  prodotto  del  quoziente  1 nel  divifore  , rimane_» 

zb ' — < a 

nulla  ; quindi  fe  per  lo  denominatore  dell’ultimo  quozien- 
te, effendo  una  frazione,  fi  dividerà  l’ultimo  divifore_* 
~af  4-  ibf  — lab  4-  aa , farà  il  quoziente  /— ■ a il  maffimo 
divifore  delle  due  formole  propofie;  ma  perchè  era  arbi- 
trario di  eleggere  per  divifore  quello,  che  fi  è eletto  per 
dividendo,  e vicendevolmente  , cioè  fi  poteva  anche  di- 
videre — af-h  ibf — lab  +-  aa  per  f—a  , fi  faccia  attual- 
mente la  divifione,  ed  il  quoziente  farà  ih  — a fenza  refi- 
duo  , e penò  f—  a il  maffimo  comune  divifore,  come  fi 
è già  ritrovato  per  mezzo  dell’altra  divifione . 

Poffono  però  due  formole  avere  un  maffimo  comun 
divifore  , quantunque  effendo  effe  ordinate  fecondo  una^ 
tal  lettera,  non  poffa  in  quello  modo  ritrovarli , nel  qual 
cafo  fa  d’uopo  ordinarle  fecondo  altra  lettera  fino  , che  ci 
venga  fatto  di  ritrovarlo  ; che  fe  fatta  la  prova  ordinando- 
le fecondo  ciafcuna  lettera  , non  ci  riefce  l’intento,  non 
averanno  effe  un  maffimo  comune  divifore  ; cosi  non  ritro- 
Veraffi  nelle  due  formole  di  quell’  ultimo  efempio  ordi- 
nandole 
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nandole  fecondo  la  lettera  b,  che  però  fi  è ritrovato 
avendole  ordinate  fecondo  la  lettera/. 

Le  tre  frazioni  adunque 

x+—  ^ax%  — %aaxx  4-  i%a*x  — 8#* 
x 3 — axx  — S aax  -h  6aì 

x + — 4^a;34-  11  aaxx  — 2oai  x+- 1 za* 
a?4—  3 #v34-  12 aaxx—  1 6a3 x -h  2qa4 

j4  _ aaff—  bbff ’+■ 

/3  — aff—  zabf +•  2#tf& 

dividendo  il  numeratore,  e denominatore  della  prima  per 
xx  -f-  zax  — 2 aa  \ della  feconda  per  xx  — . ax  +«  6aa;  e della 
terza  per  f~~a,  verranno  ad  eflere 

La  Prima  xx  — jax-b  ^act 

x—  3 a 

> 

La  Seconda  xx  — z,ax  +-  2#<g 

##  — zax  +■  qaa 

La  Terza  /*  +•  off—  bbf—  àbb 

jf—  2 ab 

Ridotte  così  all’efprelTione  piu  femplice,  come  diffi  di  fo- 
pra  al  numero  30. 


F 2 


Della 


44  IN  STI  TU  ZI  ONl 

Della  Riduzione  delle  Quantità  irrazionali  alla  piu 
femplice  efprejjìone . 

37.  Si  è veduto , come  nafeano  le  quantità  irrazionali, 
che  forde  ancora , o radicali  fi  chiamano  ; cioè  quando 
attualmente  non  fi  può  elfrarre  la  radice  , che  fi  cercai  , 
e però  fi  fa  ufo  del  vincolo  radicale.  Ma  fpeffe  volte  ac- 
cade , che  la  quantità  fotto  al  vincolo  Ila  il  prodotto  di  due 
moltiplicatori , uno  de’  quali  fia  appunto  una  poteftà  del- 
lo fleffo  nome  della  radice,  che  fi  vuole  ; come  farebbe.. 

^ aabe  , o ^ aab  — aax  , la  prima  delle  quali  è la  radice 
quadrata  del  prodotto  di  aa  in  bc , la  feconda  del  prodotto 

di  aa  in  b—  x;  cosi  pure  y a3x  — a3y  , che  è la  radice 
cuba  del  prodotto  di  a 3 in  x—y.  In  quelli  cali  11  cava  la 
radice  da  quei  moltiplicatore,  da  cui  fi  può,  e fi  feriva 
fuori  del  fegno  radicale  lafciando  l’altro  fotto  il  fegno , e 
ciò  dicefi  cavare  la  radice  in  parte , o fia  ridurre  la  radica- 
le alla  più  femplice  efpreffione.  Adunque  aabe  farà  lo 
ilelfo , che  a ^ bc  ; ^ aab  — aax  lo  flelfò , che  b—x; 


f'  a3  x-~  a 3 y lo  Hello,  che  a V x—y  ; e cosi  dell’  altre  . 
Similmente  poiché  ^48 aabe  è la  radice  del  prodotto  di 
1 6aa  in  3 bc,  ridotta  iarà  4 a ^ ^b  c ; così  poiché 
y a 3 b—  q.aabb+-  qab 3 è la  radice  del  prodotto  di  aa  — 


c c 


4 ab 
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— 4 ab  -h  4 bb  in  ab , e la  radice  di  aa  — 4 ab  +■  4^  è a — zb  ; 

farà  la  radice  ridotta  # — 2&  ^ ab . Cosi  aammxx-^  r^aam J p 

~~T~  tPzz 

3 - X 

ridotta  farà  am ^ xx+  qmp  • Così  r 8alb  +•  i^  + ridotta 
P* 

farà  za  b+za.  Cosi  ^ a'  — ^aab  +-  ^abb  — b3  , che  è 
la  radice  del  prodotto  di  aa—zab-h  bb  in  a — b,  ridotta-. 

farà  a — b ^ a — b . Ma  molte  volte  non  fi.  può  colla  loia 
ifpezione  riconofcere  , quali  fieno  que’  moltiplicatori , dai 
quali  è nata  la  propolla  radicale;  in  quelli  cafi  bifogna-. 
fervirfi  del  metodo  di  ritrovare  tutti  i divifori,  che  darò 
a fuo  luogo,  e fe  fra  quelli  ve  ne  farà  uno,  che  fia  appun- 
to una  potefià  di  tale  efponente,  quale  è l’indice  del  ra- 
dicale, fi  potrà  ridurre  nel  modo,  che  è flato  detto,  la_. 
quantità  propofta  „ 

Del  Ridurre  i Radicali  alla  fiejfa  Denominazione . 

38.  Si  chiamano  radicali  di  diverfa  denominazione-, 
quelli , che  anno  l’indice  diverfo  . Per  ridurgli  adunque-, 
a’  radicali  dello  fiefib  indice  fi  farà  cosi  : Se  l’indice  d’ un 
radicale  è parte  aliquota  dell’indice  dell’altro  , fi  divida-, 
l’indice  maggiore  per  il  minore,  ed  il  quoziente  è quella 
potefià,  a cui  fi  debbono  elevare  le  quantità,  che  fono 
fotto  il  radicale  d’indice  minore,  ed  a quelle  prefiggere-, 
il  radicale  dell’indice  maggiore.  Sieno  da  ridurli  allo  fief- 

fo  radicale  le  due  quantità  P/\saXi  o fia  ( che  è lo  fief- 

fo) 
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4 /*  S nM  ^ _ 

fo)  A ax , e v a ; poiché  il  quattro  divifo  per  due  dà 
di  quoziente  due , elevata  la  quantità  a del  fecondo  radica- 

4 *■•**•- * 

le  al  quadrato,  farà  ^ aa  , e però  ridotta  alla  della  deno- 
minazione di  ^ ax  , Cosi  v'a1  b1  +-  ab*  , e ab  faran- 
no W bì  4-  ab 5 , e ^ a 3 b 5 . Ma  fe  un  indice  non  è parte 
aliquota  dell' altro;  fi  trovi  il  minimo  numero,  che  da-, 
divifibjle  lenza  frazione  da  ciafcun  indice  de’  radicali  da- 
ti, e quedo  farà  l’indice  del  radicale  comune;  indi  fi  ele- 
vino le  quantità  al  grado  prodi  inamente  inferiore  del  nu- 
mero, per  cui  fono  crefciuti  gl’indici  dei  loro  refpettivi 
radicali , e ad  effe  cosi  elevate  fi  prefigga  il  radicale  co- 
mune ritrovato , Siano  da  ridurfi  allo  dedo  comune  radi- 
cale le  due  quantità  ^ aq  , e aaq  ; il  minimo  numero 

divifibile  per  2,  e per  3 farà  6 , adunque  v farà  il  comu- 
ne radicale,  e perchè  l’indice  della  radice  quadrata  è cre- 
fciuto  in  quello  cafo  di  quattro,  e quello  delia  cubica  di 

tre  ; adunque  fi  farà  rifpetto  alla  prima  v a^q* , e per 

la  feconda  ^ a*qq  . Se  i radicali  da  ridurfi  folfero  più  di 
due  3 fe  ne  riducano  prima  due  , e poi  il  terzo,  e cosi  fuc- 
cefiìvamente , 

E’  chiaro  il  modo  di  ridurre  fenza  ajuto  di  regola^ 
1 razionali  a qualunque  radicale  elevando  il  razionale  alla 
potellà  dello  flelfo  nome , 0 indice  del  radicale , e prefig- 
gendogli lo  Hello  radicale . 


Della 
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Della  Somma , e Sottrazione  delle  Quantità  radicali . 

3p.  Per  fommarle  fi  ferivano  le  quantità  radicali  una 
dopo  l’altra  co’  loro  fegni , e per  fottrarle  fi  mutino  i le- 
gni a quelle,  che  fi  vogliono  fottrarre,  come  fi  è fatto 

nell’  altre  quantità.  Cosi  per  fom mare  5^1/  bc  con  zbvbx 
con  — cV  zy , fi  feriva  zbvbx+  ^aVbc—cVzy  . Per 
fommare  5 a?  I /ab  con  3 xV  ab  con  y/bx^h  feriva-. 
Sxi/Hb-h  $x\/lib+-  yl/bx,  e riducendo  i termini  fienili  , 
il  che  fempre  fi  deve  fare,  farà  %xV'abJryV'bx.  Per 

fommare  a — b con  v aa  — xx , fi  feriva  a—  b+v'  aa—  xx  . 
Lo  fleffo  , avuto  riguardo  ai  fegni , fi  faccia  nelle  fot- 
trazioni  . 

Della  Moltiplicazione  delle  Quantità  radicali . 

40.  Per  moltiplicare  quantità  razionale  con  forda  o 
radicale  fi  lcrive  la  razionale  unitamente  alla  radicale-.  , 
fenza  alcun  fegno  frappoflo,  prefiggendo  a quello  pro- 
dotto quel  legno  pofitivo,  o negativo,  che  porta  la  rego- 
la ordinaria  della  moltiplicazione , la  qual  cofa  intendali 
fempre  doverfi  fare  . Il  prodotto  adunque  di  a in_. 

V aa—  xx  farà  aV  aa  — xx  , ed  il  prodotto  di  ab  in  — V ab 

farà  — ab V ab  . E fe  le  quantità  razionali,  e radicali  fode- 
ro di  più  termini,  cioè  complelfe,  fi  moltiplichi  ciafcun 
termine  dell’ una  in  ciafcun  termine  dell’altra,  e però  il 

prò- 


4S  INSTITUZIONI 

prodotto  di  aa  — xx  in  s/xx —yy  farà  aaVxx— yy  ^ . 

— xx  Vxx  — yy , che  fi  fcrive  anche  cosi  aa  —xx  ^xx  -yy 
intendendo, che  fieno  moltiplicati  nel  radicale  que’  termi- 
ni, che  fono  coperti  al  di  fopra  dalla  retta  linea. 

41.  Per  moltiplicare  i radicali  fra  loro  ( fuppoflo  , 
che  fieno  della  medefima  denominazione,  e non  lo  elfen- 
do  tali  fi  riducano  ) fi  moltiplicano  fra  loro  le  quantità  , 
che  fono  fotto  i fegni  radicali,  ed  al  prodotto  fi  pone  lo 
fleffo  vincolo  radicale  con  quel  fegno  pofitivo , o negati- 
vo , che  efigge  la  Polita  regola  , Quindi  moltiplicando 

Vbc  in  V xy  j il  prodotto  farà  ybcxy  ; moltiplicando 
jf/" aa  — xx  in  — 1/  aa  +-  xx , il  prodotto  fara  a*  — x*  „ 

X . X 

42.  Che  fe  in  oltre  i radicali  averanno  coefficienti 
razionali  numerici  , o letterali , fi  moltiplichino  i coef- 
ficienti fra  loro  , ed  i radicali  fra  loro  , ed  il  prodotto 
de’  coefficienti  fi  ponga  fenza  fegno  frappofio  avanti  al 

radicale  . Cosi  a bbc  in  a y bxx  farà  aa  n 5 CXXy 
cioè  ridotta , aab  P pxx  5 cosi  za  ■—  y aa  — xx  in  b v aa  -+XX 

farà  zbv aa  +*  xx  — b ya*  — x*  . 

a 

43.  Con  quella  regola  per  moltiplicare  my  ab  in^, 

ny ab  fi  dovrebbe  fare  mnv aabb  ; ma  aabb  è un  qua- 
drato , e la  radice  è appunto  ab  , adunque  per  molti- 
plicare tra  loro  due  radicali  quadratici  fimilj , ballerà  le- 


vare 
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vare  il  vincolo  radicale  , e la  quantità  , che  era  fatto  , 
moltiplicata  nel  prodotto  de’  coefficienti  farà  il  pro- 
dotto totale  ? e però  ìb'i/ax  — xx  in  — ■ c V ax  — xx 

a T 

farà  — tbc  X ax — xx  3 cioè  - — 2abcx  +*  'ibcxx  . Ma  de- 


vefi  avere  quella  avvertenza  , che  fe  le  radici,  non  aven- 
do coefficienti , fono  affette  dallo  lleffo  fegno  pofitivo , o 
negativo  , levato  il  vincolo  , fi  lafciano  le  quantità  con 
que’  fegni  , che  anno  ; e fe  le  radici  anno  fegni  con- 
trari , li  mutano  tutti  i fegni  alla  quantità;  e però 


y aa — xxin  ^ 

¥ ~~  ' ’ f 

/ aa — xx,o  pure  — ^ 

/ aa — xx  in  — i 

/ aa — xx 

X 

X 

X 

X 

farà 


aa — xx : e i / aa — .va?  in 


Y~ 


aa — xx 


farà 


-aa  4-  xx  s 


o aa — xx  . La  ragione  fi.  è,  perchè  i /aa  — xx  (e 

cosi  di  qualunque  altra  ) s’intende  avere  Tempre  per 
coefficiente  l’unità  politi  va,-  e — y aa — xx  l’unità  nega- 

X 

tiva  , adunque  il  prodotto  dovrà  effere  i X aa xx  nel 

J X 

primo  cafo , e — i X aa  — xx  nel  fecondo  . 

X 

Ecco  però  alcuni  efempj  di  quelle  moltiplicazioni 
Moltiplicare  V ab  ^ V aa  — xx 


in  V ab  aa  — xx 

G 


Pro* 


5° 
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Prodotto  ab  +•  V a 5 b — abxx  +•  aa  — xx 


-i-  I /a'b — abxx 

cioè  ab-¥‘ZV/'aib  — abxx  aa-~~x  x 


Moltiplicare  x — y/  V ^ Jny‘r — yy 

Z 


in  x +-  j/V 4^4  -t -y* — yy 


Prodotto  xx  — x j/ i^4a4-H  y* — yy  — t^4 a*+-y  + -Hyy 


+-  x V 4 (34-hj>4 — yy 


cioè  xx  — - s/  4« 4 +-  y 4 +■  yy 

a a 


Moltiplicare  l/ — l/  qq  — ££ 

^ 4 * 7 


in  jJ/—  — yf  qr—pp 


4 *7 


Prodotto  y/f  ??  +•  ? j/  qq—PP  +•  M — 


17  4 


PP 

%7 


cioè  qqj- q qq—pp— pp 


4 *7  a 7 


44. 
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44.  Poiché  aV  ax  ^ a—b\/ax  — xx  ec.  è il  prodotto 
della  quantità  razionale  nella  radicale  , e già  fi.  fa  ri- 
durre qualunque  razionale  a quel  radicale  , che  più 
piace  , ne  viene  che  fi  potrà  Tempre  , volendolo  , far 
paflare  fotto  la  radice  quel  razionale  , che  la  moltipli- 
ca, fenza  alterare  la  quantità,  e però  farà  aV  a— x la 
flelTo  , che  V a 5 — aax  ; a — bv^xy  farà  lo  fteffo  , che 

V aaxy —'ì.abxy -k-bbxy  ; ax^ m — n farà  lo  Hello  , 

che  a*  x'm  — a% x*n  -,  e cosi  di  qualunque  altra. 

45.  Se  i radicali  da  moltiplicarli  non  folfero  dello 
fìeffò  nome , tali  fi  riducano  , e poi  fi  faccia  la  molti- 
plicazione , come  fi  è detto  ; ma  molte  volte  torna  co- 
modo l’indicarla  folamente  fenza  attualmente  farla  , c 
ciò  con  lo  fcrivere  un  radicale  preflò  l’altro  fenza  al- 
cun fegno  frappoflo  ; quindi  aa—xx  S xxy  vorrà 
dire  il  prodotta  di  una  nell’altra  radice  . 

Della  Divisone  delle  Quantità  radicali 

4 6.  Se  in  ciafcun  termine  del  dividèndo  , e del 
divifore  vi  folle  la  fielfa  radicale  , ommella  quella  , fi 
dividano  colla  lolita  regola  le  quantità  razionali , e ciò 

che  rifulta  farà  il  quoziente  . Cosi  a dividere  5 <3 1/3 

per  3#  1^3,  il  quoziente  farà  5 ; a dividere  6v aabb 

3 

G 2 


per 
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per  2^ aabb +■  b + , cioè  6a  aa  4-  bb  per  ib aa+-  bb  ,, 
il  quoziente  farà  3#;  a dividere  aa  t/ aa  xx  — 

b~  • _____ 

— 2 ax  y' aa  4-  xx  4*  xx  ^ aa*-xx  per  a ^ eia  +■  a?at  >— 

— * x y^aa  ■h  xx,  ommeftò  il  radicale,  e divifo  aa—  2ax-+xx 
per  a — x , farà  il  quoziente  a—  x ; a dividere  aa  4-  bb 

per  //  aa  4-  poiché  il  dividendo  è la+bb  ^ aa+bb  t 

farà  il  quoziente  aa*~bb  . 

47.  Ma  quando  le  radicali  non  fono  le  flefTe  , ef- 
fendo  per  altro  lo  Hello  l’indice  della  radice,  fi  divi- 
dono al  folito  delle  quantità  razionali  le  quantità  fotto 
il  vincolo  , ed  al  quoziente  fi  prefigge  il  comune  vin- 
colo radicale  ; cosi  a dividere  yy~b  — ab 3 per 
9^ aa  — bb,  divifo  a'b  — ab*  ipctaa—bb,  ne  viene  ab  ; 

e però  il  quoziente  farà  ^ ab  . 

48.  E fe  gl’indici  delle  radici  faranno  diverfi , fi 
riducano  alio  lidio  , e fi  operi  poi  come  ho  detto , 

onde  a dividere  2a3b—  2abì  — b+  per  a+-  b fi 

faccia  il  quadrato  di  a+b,  e fi  ponga  fotto  al  vincolo, 

farà  t^aa  4-  2ab  4-  bb  ; indi  per  la  quantità  di  quella  ra- 
dice fi  divida  la  prima,  e rifulta  aa —bb ; adunque  il 

quoziente  farà  t^aa  — bb. 

Con  la  combinazione  di  quelle  regole,  e di  quelle 
dell’ordinaria  divifione  fi  polfono  dividere  le  quantità 

più 
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più  complete . Sia  da  dividerli  a *b  — abbc  — adb  \/  bc  ■+ 
*-bbcVbc  per  a — \/bc 3 fi.  faccia  al  folito  delle  divifioni 

Dividendo  a^b—  abbc—  aab\s  bc  •‘rbbcV  bc  Divifore  a — Vbc 
Primo  redo  — abbe  -+•  bbc  V bc  Quoziente  aàb  — bbc 

Così  pure  dividendo  a^abe  +■  aal^  bc  — bc\^  he  per  a — \/bc 

averaiìì  per  quoziente  aa  4-  bc^  laVbc.  E fe  la  divida- 
ne non  potrà  fuccedere  , fi  fcriverà  in  forma  di  fra- 
zione . 

Dell*  Eftrazione  della  Radice  quadrata  dalle  Quantità 

radicali  . 

49.  Purché  la  quantità  in  qualunque  modo  compo- 
da  di  razionali  con  radicali  lìa  di  radicali  quadratici , la 
regola  di  edrarne  la  radice  quadrata  farà  queda  : Prefa 
della  quantità  propoda  una  qualunque  parte  , che  fìa_. 
maggiore  della  rimanente  , dal  quadrato  della  parte., 
maggiore  fi  fottragga  il  quadrato  della  parte  minore..  , 
e la  radice  quadrata  di  ciò  , che  reda  , fi  aggiunga^ 
alla  parte  maggiore,  indi  da  effa  fi  fottragga;  le  ra- 
dici quadrate  della  metà  di  queda  fomma  , e della., 
metà  di  queda  differenza  preie  affieme  9 podo  quel  le- 
gno alla  feconda  che  à la  parte  minore  , faranno  la_. 
radice  quadrata  della  propoda  quantità  . Debbafi  cava- 
re la  radice  quadrata  dalla  quantità  3-1-  i^S,  fottratto  il 
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quadrato  di  1/8  dal  quadrato  di  3,  rimane  1,  la  di  cui 
radice  è pure  1 ; aggiungendola  adunque  alla  parte^ 
maggiore  , cioè  a 3 , farà  4 , e dalla  della  fottraendo- 
la  farà  2 , adunque  la  radice  quadrata  della  metà  del  4 
con  la  radice  quadrata  della  metà  del  2 faranno  la  ra- 
dice cercata,  cioè  1/2  + 1. 

Vogliali  la  radice  quadrata  di  6 + 1/  8 _i/i2—  1/24  . 
Dal  quadrato  di  6 4- 1/8  fottratto  il  quadrato  di  — 1/  12  — 
— 1/24,  rimane  8,  la  di  cui  radice  1/8  aggiunta  su, 
<5*  -t-  1^  8 , parte  maggiore, -fa  64-21/8,  e da  ella  parte.» 
maggiore  fottratta  fa  6 ; e però  la  prima  parte  della.. 

radice  cercata  farà  j/  6 +■  21/8  , cioè  ^ 34-1/8,  e Ia^ 

2 

feconda  — 1/6  , cioè  — 1/3  ( perchè  la  minor  parte^ 
% 

della  quantità  proporta  era  affetta  dal  fegno  negativo  ) 
onde  3 + 1/8  — 1/3  farà  la  radice  . Ma  nell’  antece- 
dente efempio  fi  è veduto  effere  ^ 34-1/8  lo  rteffo  , 
che  1 4-  1/  2 ; adunque  la  radice  della  proporta  quantità 
farà  finalmente  1 4-  V 2 — 1/  3 , 

Debbafi  ertrarre  la  radice  quadrata  da  aa  +ix  l /aa  -xx . 
Sottratto  dal  quadrato  di  aa  il  quadrato  di  2x  Vaa  — xx, 
farà  a’4  — qaaxx  4-  4#  4 , la  di  cui  radice  è aa  — ixx,  la 
quale  aggiunta  alla  parte  maggiore  aa  , e prefane  la^ 
metà,  farà  aa—  xx,  e da  erta  fottratta,  e prefa  la  me- 
tà della  differenza,  farà  xx;  adunque  la  ricercata  radi- 

Deh- 


ce  farà  1/  aa  — xx  4-  x . 
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Debbafi  elirarre  la  radice  quadrata  dalla  quantità 


aa+-  $ax--  laV  ax+-  qxx  . Dal  quadrato  di  aa 4-  $ax-9  par- 
te maggiore  , fottratto  il  quadrato  di  ~.2aV a X + 4xx  ^ 
rimane  <5# 3 x +■  gaaxx  , la  di  cui  radice  è aa-i-^ax, 
la  quale  aggiunta  alla  parte  maggiore  , e prefane  la_. 
metà , fa  aa  +-  4ax , e fottratta  e prefane  la  metà  , fa_. 

(ix  ; e però  la  radice  cercata  farà  </aa-h  $ax  — V ax . 
Debbafi  eftrarre  la  radice  quadrata  dalla  quantità 

av'bc  + d\/bc  +-  21/ abcd.  Dal  quadrato  di  a V bc  ■+  d K bc 

fottratto  il  quadrato  di  2\/  abcd , rimane  aabc  —2 abcd  -+bcdd, 

la  di  cui  radice  è a V bc  — d 1/  bc , la  quale  aggiunta  alla 
parte  maggiore  , ed  indi  fottratta  , e prefa  la  metà 
della  fomma  e della  differenza,  farà  la  metà  di  detta_, 

fomma  aVbc , e la  metà  di  detta  differenza  di/ bc  ; 

adunque  la  radice  cercata  farà  -^ai/bc*-  ? dvbc  , cioè 

r 1/  aabc  +■  ^ l/bcdd  , o fìa  ^ aabc  +*  ^ bedd  . Che  fe^ 
non  fuccederà  di  poter  edrarre  la  radice  , fi  porrà  al 
folito  il  vincolo  radicale. 

Del  Calcolo  delle  Poteftà. 

50.  Nulla  occorre  notare  intorno  alla  fomma  , e 
fottrazione  delle  Poteiìà  , fcrivendofi  effe  pure  una... 
dopo  l’altra  con  que’  fegni  che  anno  , nel  primo  cafo, 
e mutandofi  i fegni  nel  fecondo  . 'Ma  rifpetto  all’altre_. 

ope- 
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operazioni  , che  riguardano  gli  efponenti  : Sì  offervi 
primieramente  , che  prefa  l’ unità  per  primo  termino  , 
ed  una  qualunque  quantità,  per  efempio  a,  per  fecon- 
do, indi  fucceflìvamente  le  altre  poteftà  per  ordino 
della  (Iella  quantità  a , è chiaro  che  formeraflì  una_. 
progreffione geometrica  crefcente  i , a,  aa , a*9  a*ìai , a * 
ec.,  e che  gli  efponenti  di  eflfa  progreflìone  formeran- 
no" una  progrelfione  aritmetica  crefeente  , che  farà  o, 
i , 2,  3 , 4,  5,  6 ec.,  il  di  cui  primo  termine  è il  zero , 
perchè  eflfendo  l’unità  il  primo  termine  della  geometri- 
ca , in  effo  la  quantità  a è elevata  a potellà  zero,  cioè 
a nelTuna  poteftà  di  modo  , che  — In  fatti 

a 

moltiplicando  tanto  a,  quantò,  a°  per  a,  onde  non  (I 

a 

turbi  l’eguaglianza,  farà  a=:a0+,z  , grandezze  patente- 
mente  identiche  . E fe  in  oltre  fi  continuerà  la  ftelfo 
progreflìone  geometrica  al  di  fotto  dell’unità,  farà  elfa 
i , i , i , i , i_,  i ec.  ; e continuando  parimenti  hu 
a aa  a*  a*  cft 

progreflìone  aritmetica  degli  efponenti  , eflì  doveranno 
edere  o,  — i,  — 2 , — 3,  — 4 ec.  ; e però  negativi  gli 
efponenti  di  tali  poteftà  , adunque  _i^  j:  j _£  ec-  farà  lo 

a aa  a* 

fteflò,che  a^1,  a—1,  a —5ec.,  e generalmente  1 farà  lo 

an 

fteflo,  che  a~n  ; vale  a dire  , che  fi  potrà  fempre  far 
paifare  nel  numeratore  di  una  frazione  la  poteftà , che 


e 
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è nel  denominatore,  mutando  il  fegno  all'efponente,  e 
vicendevolmente  . 

51.  Se  di  più  fi  volelTero  introdurre  nella  progref- 
fione  geometrica  de’  nuovi  termini  intermedj,  gli  efpo- 
nenti  di  quelli  faranno  nuovi  termini  intermedj  Umili 
nella  progrelnone  aritmetica;  quindi  poiché  Va  è media 
geometrica  fra  l’unità  ed  a,  l’efponente  di  effa  dovrà 
effere  medio  aritmetico  fra  il  zero  e l’unità  ; e però 

r 

farà  , adunque  farà  lo  llelfo  Va  ed  a-"  . Se  intendali!! 

3 r 

due  medie  proporzionali  geometriche  , che  fono  A a 

la  prima  , e V aa  la  feconda  , dovranno  effere  medj 
aritmetici  i loro  efponenti  fra  il  zero  e l’unità,  e però 

faranno  f,ef;  adunque  farà  lo  fleffo  r a ed  aT  , 
y'aa  ed  aT  • Se  introdurranfi  tre  medie  proporzionali 
geometriche,  che  fono  f/ a la  prima,  praa  la  fecon- 
da, Va 3 la  terza  , dovranno  effere  i loro  efponenti 

7,  y,  7 . Adunque  farà  lo  fteffò  f/' % ed  a + > [s'act 

?'  3 

ed  a ed  a+~ } e cosi  difcorrendo  di  quante 

altre  medie  fi  vogliano  introdurre  , onde  farà  lo  ifeffo 

generalmente  /Sa”  ed  a ™ , 

Lo  fleffo  difcorfo  facendo  rifpetto  alla  progreffione 

1 

prodotta  al  di  folto  dell’unità;  ficcome  Va  è mediatra 
l’unità  ed -A,  o fu  tra.  l’unità  ed  a 1 , cosi  l’efponente 

H di 
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di  ella  dovrà  elitre  medio  tra  il  zero  e l’unità  negativa, 
larà  egli  adunque  - 7,  e però  farà  lo  dello  , ed 


w,  I 

a 1 , o da  '~~7 


così  pure  farà  lo  dello 


1 i — 2 1 

oda""  1 ; farà  lo  dello  )/  aa  ed  a 3 ovvero  *,  ec.  , e 
a ~ * a ì 

1 — n i 

generalmente  farà  lo  dello  7-p—  ed  a m , o da  • 

i/'a*  a m 

Ciò  , che  ho  detto  delle  potedà  intiere  , o rotte 
di  quantità  incomplelle  , s’intenda  egualmente  di  quan- 
tità complelle  , di  modo  che,  per  efempio  ! 

-n 

aa  bb 


- HI’  ^ 'fi  ^ 

farà  lo  dello  , che  aa-\~bb  ; e così  r aa+-bb  ^ara  1° 


n 

dello,  che  aa->rbb~m 


e m 


V 


aa+  bb 


farà  lo  dello  , che 


1 ~n 

„ , o pure  aa+bb'  m • 

aa-’rbbm 

52.  Dalla  natura  delle  due  foprappode  progreffìo- 
ni  , geometrica  , ed  aritmetica  , d ricava  la  maniera-, 
di  moltiplicare  tra  loro  , e dividere  due  potedà  , quali 
d fieno  , della  mededma  quantità  , cioè  fommando  gli 
efponenti  loro  quando  vogliono  moltiplicard  le  potedà, 
e fottraendo  'l’efponente  del  divifore  dall’ efponente  del 
dividendo  quando  vogliono  dividerd  . Imperciocché  per 
ciò,  che  fpetta  alla  moltiplicazione  ; comecché  il  pro- 
dotto 
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dotto  è il  quarto  proporzionale  dell’unità  , e de’  due_, 
moltiplicatori  , faranno  quefti  quattro  termini  in  una-, 
progreffione  geometrica  , e gli  efponenti  loro  in  una_ 
progreffione  aritmetica  ; adunque  l’efponente  del  quar- 
to , cioè  del  prodotto  , deve  elTere  maggiore  dell’efpo- 
nente  del  terzo  di  quanto  l’efponente  del  fecondo  è 
maggiore  dell’ elponente  del  primo;  ma  i’efponente  del 
fecondo  è maggiore  dell’efponente  del  primo  , che  è il 
zero  , di  tutto  fc  dello  ; adunque  l’efponente  del  quar- 
to dovrà  edere  maggiore  dell’efponente  del  terzo,  quan- 
to è l’efponente  del  fecondo  , cioè  dovrà  edere  la  fom- 
ma  dell’efponente  del  fecondo,  e del  terzo.  Per  ciò, 
che  riguarda  la  divifione  ; ella  è la  fieffa  proporzione-, 
della  moltiplicazione  , ma  inverfa  , il  di  cui  primo  ter- 
mine è il  dividendo  ; il  fecondo  il  divifore  ; il  terzo  il 
quoziente  ; ed  il  quarto  l’unità  , onde  quanto  l’efpo- 
nente del  dividendo  è maggiore  dell' efponente  del  di- 
vifore , tanto  dovrà  edere  maggiore  del  zero  1’  efponen- 
te  del  quoziente  , e però  dovrà  edere  appunto  la  diffe- 
renza degl’ efponenti  del  dividendo,  e divifore.  Adun- 
que per  moltiplicare  aa  con  a fi  farà  aZJrl  , cioè  a 3 ; 
per  moltiplicare  as  con  aa  fi  farà  aiJrZ  , cioè  a7;  per 
moltiplicare  a6  con  a 3 fi  farà  a6~*  , cioè  aì  ; per 

icare  a~f  con  a~r  fi  farà  a jr  ' 7 , cioè  a~r-  ; per 
moltiplicare  a ~J~  con  a'T  fi  farà  a "v*"  "f  , cioè  T~7F> 
per  moltiplicare  a m con  a t fi  farà  a ~ T,  cioè 

A.  ttt  mr 


moltipl 


m t , 


a 


H 2 


E 


6 o 


ISTITUZIONI 

E cosi  per  dividere  a 3 per  a fi  farà  , cioè 

a - ; per  dividere  <as  per  a~~  ~ fi  farà  a 5 cioè  a1  ; 

2 -ni  . v _L 

per  dividere  «2  per  fi  farà  « - , cioè  a ; per 

— i 2+-  i 7 

dividere  # * perd!  * d farà  * , cioè  a 6 ; per  di- 
± ?>  4-  ,,  ± JL__ 

videre  a „7  per  <T  T fi  farà  a m * , cioè 

di  »t  ~ mr 
d in  t 

53.  E poiché  nella  progreffione  di  fopra  con  fide- 
rata , prefo  un  qualunque  termine  , il  termine  dell’  ef- 
ponente  doppio  è il  quadrato  del  termine  prefo  ; il  ter- 
mine dell’efponente  triplo  è il  cubo;  dell’ efponente-. 
quadruplo  la  quarta  potedà  ec.  ; ed  il  termine  dell’  ef- 
ponente, che  fia  la  metà  , è la  radice  quadrata  del  ter- 
mine prefo  , il  termine  dell’ efponente  , che  Ila  la  ter- 
za parte,  la  quarta  ec.  , è la  radice  cuba,  quarta  ec. 
del  termine  prefo  ; ne  viene  per  confeguenza , che  per 
ridurre  una  potedà  ad  un’altra  , baderà  moltiplicare 
l’ efponente  della  poteflà  data  per  1’ efponente  di  quella 
poteflà  , a cui  fi  vuole  elevare  ; e per  cavarne  una_. 
qualunque  radice  , baderà  dividere  l’efponente  della  po- 
tedà  per  l’indice  della  radice. 

Cosi  per  elevare  m al  cubo  fi  farà  a ~A  , cioè#5; 
per  elevare  a 3 al  cubo  fi  farà  a 3 * , cioè  aa  ; per  eie- 

3 ^ S 

vare  a T alla  quinta  potedà  fi  farà  a U ; per  elevare 
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$ 

re  la  radice  quadrata  da  ai  fi  farà  a * ; per  cavare  la 

i _i 

radice  cuba  di  a ~ fi  farà  a 3 , cioè  « 5 ; per  cavare 

+-m  4r  m_ 

la  radice  r da  a n~  fi  farà  a nr  ec. 

54.  Ciò  , che  ho  detto  delle  poteflà  di  una  mede- 
fima  quantità  incompleffa  , s’intenda  egualmente  detto 
delle  poteflà  di  una  medelima  quantità  compleffa  , co- 
me da  fe  è chiaro  ; e con  quello  metodo  fi  viene  a_» 
facilitare  molto  il  calcolo  delle  frazioni;  e de’  radicali. 

De  Divifori  lineari  A' una  qualunque  Forinola. 

55.  Una  qualunque  quantità  o formola  incompleffa, 
o cornplelTa  fi  dice  prima  e femphce  quando  ella  non 
è divifibile  efattamente  da  quantità  alcuna  , fuorché  da 
fe  flelTa  , e dall’unità;  e chiamali  compolla  quando  è 
divifibile  efattamente  per  alcun’ altra  quantità  . Prime  o 
femplici  farebbero  , per  efempio  , a-+b  , aa  4-  xx  , 
x^  — aax  + aab  ec.  ; compofle  ab,  che  è divifibile  per  a, 
e per  b ; aa  — xx  , che  è divifibile  per  a •+  x , e per 
a — x ec. 

Due , o più  foratole  fono  prime  rifpettivamente 
tra  loro  quando  non  anno  alcuno  comune  divifore  , e 
che  la  minore  non  è un  divifore  della  maggiore  ; tali 
farebbero  tra  loro  bb  ed  aa  ; aa  4-  iab  4-  bb  ed  aa  _|_  bb 
ec.  ; ed  all’oppoflo  fono  aleutamente  , e relativamen- 
te tra  loro  compolle  quando  anno  qualche  comun  di- 
vifore-, 
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vifore  , o che  una  divide  l’altra  , come  a dire  aa  , ed 
ab  , che  fono  ambe  divifibili  per  a ; aa  — xx,  ed  a-*~x , 
che  fono  divifibili  per  a + x ec. 

Per  avere  tutti  i divifori  incomplelfi  di  una  quanti- 
tà numerica  , o letterale  , o mifla  ; fi  di',  ida  effa  per 
lo  minimo  di  lei  divifore  , ed  il  quoziente  di  nuovo  per 
lo  minimo  di  lui  divifore  , e cosi  fuccedìvamente  fino 
a tanto  , che  fi  trovi  un  quoziente  , che  più  non  polla 
dividerfi  , che  per  fe  dello  ; quefte  quantità  , per  le 
quali  è fiata  divifa  la  propoda  forinola  , comprefa  l’uni- 
tà , faranno  tutti  i divifori  lemplici  ; e prefi  a due  a_» 
due  , a tre  a tre  , a quattro  a quattro  ec.  , cioè  fecon- 
do tutte  le  combinazioni  , daranno  tutti  i divifori 
compodi , 

Si  vogliano  j divifori  del  numero  300 

Si  feriva  il  numero  dato  300  in  ( A ),  ed  accanto 
in  (B)  il  minimo  divifore,  che  è il  2 ; fatta  la  divifio- 
ne  per  2 , fi  feriva  in  (A)  il  quoziente  150  fotto  il 
300  , e quedo  150  di  nuovo  fi  divida  per  2,  e gli  il 
feriva  di  contro  in  (B)  il  divifore  2,  ed  il  quoziente 
75  d feriva  in  (A)  fotto  al  primo  quoziente  150  . Poi- 
ché il  75  non  è divifibile  per  2 , fi  divida  per  3 , e 
di  contro  gli  d feriva  in  (B)  il  divifore  3 ? e fotto  in 
(A)  il  quoziente  25  ; il  minimo  divifore  del  25  è il  5, 
che  gli  fi  feriva  dirimpetto  in  (B)  ? e fono  in  ( A ) il 
quoziente  5 ; il  quoziente  ultimo  5 non  è divifibile  , 
che  per  fe  dello  , adunque  fi  feriva  pure  accanto  im, 

(B) 
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(E)  eflo  divifore  5 3 e fi  avranno  tutti  i divifori  primi, 
ai  quali  il  aggiunga  l’unità,  perchè  ella  è Tempre  un_. 
divifore  di  qualunque  quantità  , Per  avere  tutti  i divifo- 
ri compolli  fecondo  tutte  le  combinazioni  , per  il  fe- 
condo divifore  fi  moltiplichi  il  primo  , ed  il  prodotto 
4 fi  feriva  in  (E)  accanto  al  fecondo  divifore  ; per  il 
terzo  divifore  fi  moltiplichino  tutti  i fuperiori  , e gli 
fi  icrivano  a canto  i prodotti  6 , 12  ( ponendo  una  fol 
volta  quelli  , che  potettero  ettere  replicati  ) , per  il 
quarto  fi  moltiplichino  parimenti  tutti  i fuperiori  , e gli 
fi  ferivano  accanto  i prodotti  , e cosi  fucceflìvamente 
fino  all’ultimo.  I numeri  fcritti  in  (E)  faranno  tutti  i 
divifori  del  propoflo  numero  300  . 

{A)  (E) 

1 

300  2 

150  2 4 

75  3 6 12 

25  5 io  15  20  30  <5o 

5 5 25  50  75  100  150  300 

I 

Sia  la  formola  21  abb , di  cui  debbanfi  ritrovare  tutti 
j divifori  . Poiché  non  è divifibìle  per  2 ; fi  divida  per 
3 , che  gli  fi  fcr'va  di  contro  in  (E),  ed  il  quoziente 
'jabb  di  fotto  in  {A)  , fi  divida  jabb  per  7 , che  gli  fi 
feriva  di  contro  , ed  il  quoziente  abb  di  fotto  ; dividali 
abb  per  a , che  gli  fi  feriva  di  contro  , ed  il  quoziente 
bb  di  fotto  ; indi  fi  divida  bb  per  b , che  fi  feriva  di 

contro , 
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contro  , e di  fotta  il  quoziente  b , che  fi  divida  per  b‘, 

e gli  fi  feriva  di  contro  , e fi  avranno  tutti  i divifori 

primi  ì3  3,  j}  a , b,  b della  propofla  quantità.  Per 

avere  i eompofti  : fi  moltiplichi  il  3 in  7 , e nafee  21; 

fi  moltiplichino  il  3 , il  7 , ed  il  21  in  a , e nafeono 

3 a , 7 a , 2ia;  fi  moltiplichino  in  b i divifori  3,7,  2r3 

a,  3 a,  7 a,  zia,  e nafeono  3 b,  7 b,  2 \b , ab,  $ab,  Jab, 

z\ab  • fi  moltiplichino  finalmente  3,  7 ec.  ; cioè  tutti  i 

fuperiiori  in  b , e nafeono  ( ommelfi  i fuperflui , che 

nafeono  replicati  ) bb  , 3 bb  , 7 bb  , 21  bb  , abb  , z,abb  , 

jabb  , 21  abb  , e la  colonna  (fi)  contiene  tutti  i divifori 

della  quantità  propofla  . 

(A)  (fi) 

1 

Zi abb  3 

Jabb  7,  21 

abb  a,  3-3,  70,  21# 

&&  b , 3&,  7&,  21&,  ab  , $ab  , Job,  21  ah 

b b,  bb,  ibb,  jbb,  21  bb,  abb,  -$abb , Jabb ,2\abb 

I 

Similmente  fia  2 abb  — 6aac.  Si  divida  prima  per  2,  ed 

il  quoziente  àbb—^aac  per  a,  ed  il  nuovo  quoziente 

bb  - 2,ac  per  fe  medefimo  , giacché  per  neffuna  quantità  è 

divifibile , e però  tutti  i divifori  fono  3 come  nella  colonna  ( fi  ) 

(A)  (fi) 

1 

zabb  — 6aac  2 
abb—^aac  a , 2 a 

bb—  iac  bb^àc,  2 bb—  6ac , abb—  3 aac , zabb  —6aact 

l 

5*- 


ANALITICHE.  6 5 

56.  Ma  fe  l’ ultimo  Quoziente,  o pure  la  formola  flef- 
fa  da  prima  proporta,  folle  bensì  compolla,  non  però  dì- 
vilìbile  nel  modo  fuddetto  per  alcuna  quantità  incomplelfa  , 
di  modo  che  follerò  compleffi  tutti  i fuoi  divifori,  la  ma- 
niera per  averli  è diverfa , ed  è quella.  Si  ordini  la  quanti- 
tà relativamente  ad  una  lettera,  come  è flato  detto  al  nu- 
mero 24.;  fi  riducano  i termini  alla  medefima  denomina- 
zione, fe  vi  fono  frazioni,  indi  lì  trovino  tutti  i divifori 
dell’  ultimo  termine  compolli  dai  divifori  numerici,  fe  vi 
fono,  e dalla  lettera  di  una  dimenfiane*  e fo  il  malfimo 
termine  à coefficiente  numerico,  lì  dividano  per  ciafche- 
duno  di  que’  numeri,  per  i quali  è divifibile  elfo  coeffi- 
ciente del  maffimo  termine;  per  ognuno  di  quelli  divifori 
aggiunto,  ed  indi  fottratto  dalla  lettera,  per  cui  è ordina- 
ta la  formola,  fi  tenti  la  divifione;  e tutti  quelli  , per  i 
quali  riefce  , faranno  tanti  divifori  della  quantità  pro- 
porla . 

Sia  la  formola  y 3 — 4 ayy  ■+  5 aay  — za 3 — o . I divifori 
di  una  dimenfione  dell’ultimo  termine  fono  a , za  . 
Devefi  adunque  provare  la  divifione  per  ciafcun  di  que- 
lli aggiunto  alia  lettera  y , indi  lottratto  ( giacché  il 
coefficiente  del  maffimo  termine  y 3 è l’unità  ) cioè  pe? 
y+za  , per  y±  za  . Si  divida  primieramente  per  y — za  , 
ed  il  quoziente  è yy—  zay  +•  aa  , che  pure  è divifìbile 
per  y—a  dando  di  quoziente  y — a , quindi  i divifori 
della  proporta  formola  fono  y~  a,  y — a,  y — za,  dal 
prodotto  de’  quali  è nata  . 


I 


Sia 
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Sia  la  formola  6y*  — ay3  — 2iaayyjr  3a%y+-  20atr  . 
I divifori  d’ una  dimenlìone  dell’ ultimo  termine  fono  a} 
2a,  4 a,  $a,  io  a,  2oa  ; e perchè  il  primo  termine  6y‘t 
è divilibile  per  2,  e per  3,  fi  dovrà  tentare  la  diviso- 
ne per  y±.a,  y±.a,y±.2a,  y ±.  5^  > y ±-  5a>  \oa  , 

z z 

y +z  a 1 y il  , y±.4a,  y iz  5 a,  y +1  ioz,y  iz  20a • Ma  Per" 

3 3 T T ~T~  3 

perchè  troppo  nojofa  fatica  farebbe  il  provare  con  tutti 

1 divifori;  per  vedere  fra  i molti , quali  debbanfi  fce- 
gliere,  fi  faccia  y — z +■  a , e fi  foftituifca  in  luogo  di  y9 
e fue  poteSà  quello  valore  , e nafcerà  un’altra  formola  s 
cioè 

6z*+-  24*22; 3 +-  $6aazz  +•  24,2 3 2;+-  6a  + 

— az'—'ìciazz  — 3 a3z  — a‘r 
— ziaazz  — 42*3*2;  — 21  a4 
+-  3a3z  +■  3#4 
+ 20  a* 

ovvero  , ciò  che  è lo  Sellò  , 

6z 4 4-  23*22; 3 +- 12 aazz—  1 8^2 3 z -4-  7^4 
Dell’ultimo  termine  7#*  di  quella  formola  fi  tro- 
vino tutti  i divifori  , cioè  a3  e 7 a,  che  divifi  per  2,  e 
per  3 fanno  a,  a,  7 a,  7 a,  e perchè  fi  è fatto  yzzz-+a, 

* 3 a 3 

fe  quelli  divifori  polfono  fervire  per  la  feconda  formo- 
la data  per  z , ferviranao  anche  per  la  prima  data  per 
y quando  fi  accrefcano  della  quantità  a , cioè  facendo 
?a,  44,  pa , ioa*  Quelli  divifori  adunque  fi  paragonino 

2 3 * 3 


COI 
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coi  divifori  per  la  prima  forinola  , e fcelti  quelli  foli  , 
che  tra  loro  convengono  , cioè  40  , e ioa , per  quelli 

~~r 

aggiunti  , e fottratti  dalla  y fi  tenti  la  divifione  , che_* 
fuccede  per  y^^a  . Ma  fé,  ciò  non  oliarne,  rimangono 
ì 

ancora  molti  di  numero  i divifori  fcelti  da  quello  para- 
gone , fi  faccia  yzzz—  a,  e nafcerà  un’altra  forinola  . 
Dai  divifori  ritrovati  per  quella  fi  fottragga  la  quantità 
a , indi  fi  paragonino  con  quelli , che  fi  fono  fcelti  per 
mezzo  della  feconda  , e per  quelli  che  convengono  , 
che  faranno  in  minor  numero  , fi  tenti  la  divifione  . 
In  quello  modo  operando  fucceffivamente  con  altre  fo- 
fiituzioni  di  y==z  + zaf  y—z—za  ec.  fi  potranno  ridur- 
re a quel  minor  numero,  che  fembrerà  ballare. 

57.  Quando  la  propolla  formola  à il  malfimo  termi- 
ne moltiplicato  per  qualche  numero,  in  luogo  di  ufare  del- 
ia regola  accennata  per  quello  cafo,  può  tornare  più  co- 
modo il  mutare  la  formola  in  un’altra  , il  di  cui  primo 
termine  non  fia  moltiplicato,  che  per  l’unità,  ed  indi  ri- 
trovare  di  quella  i divifori  , dai  quali  pafiare  poi  a quelli 
della  propolla  formola. 

Sia  per  efempio  la  formola  3 y 5 4-  payy—  1 zaay  ~ 1 zaab . 

+•  ibyy  h-  paby 

Si  faccia  $y~z  (e  g seralmente  nyzzz,  pollo  il  coeffi- 
ciente numerico  dell’  incognita  eguale  ad  n ) e però 
yzz  z , e folli  tu  ti  in  luogo  diy,  e lue  potellà  1 valori  dati 
y 

I 2 


per 
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per  z,  farà  la  formola  : 

z 3 4-  pazz  ■+•  ibzz  — %6aaz  4-  27  tbz—  108 aab  . Si  trovino  i 

divifori  di  quella  ( ommelfo  per  ora  il  denominatore  9 ) 
che  faranno  2:4-125,  2;  - 3*2,  Z4-  3&,  e mettendo  in  con- 
to il  denominatore  9,  fe  ne  divida  uno  per  9,  ovvero  due 
per  3 , e faranno , per  efempio , z 4-  1 za  , z — 3 a , z + %b\ 

3 3 

ma  fi  è fatto  3j/~  z,  adunque  fi  follituifca  nei  divifori  in  luo- 
go di  z quello  valore,  ed  averanfi  $y  4-  ìza  ,y  — a,  y 4-  b, 
che  fono  i tre  divifori  della  formola  propolla  : 

3 y 3 4.  payy  — 1 2 aay  — 1 2 aab  . 

+•3  9aby 


$ 
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CAPO  II. 

Delle  Equazioni , e de'  Problemi  piani  determinati  . 

58.  E Orazione  è un  rapporto  di  uguaglianza,  che  due, 
o più  quantità,  fieno  effe  numeriche,  geometriche,  o fin- 
che, anno  tra  loro  affieme  paragonate,  o che  anno  col 
zero  fe  ad  effo  fi  paragonano.  11  compleffo  di  tutti  qus’ 
termini , che  avanti  al  fegno  d’egualità  fi  fcrivono  , chia- 
mafi  il  primo  membro  dell’equazione,  ed  il  compleffo  di 
tutti  quelli,  che  fi  fcrivono  dopo  , chiamali  il  fecondo 
membro,  ovvero  l’omogeneo  di  comparazione  . I termini 
dell’equazione  fono  omogenei  quando  ciafcun  di  loro  è 
della  fleffa  dimenfione  , e però  fi  dice  efferii  nell’equa- 
zione offervata  la  legge  degl’ omogenei,  come  nell’equa- 
zione axx  — bbx~aì  , e così  all’oppoffo  dicefi  non  efferfi 
offervara  la  legge  degl’ omogenei  quando  i termini  tali 
non  fono,  come  nell’equazione  x 4 — axx  ~ a . 

5P.  Problema  è una  propofizione,  in  cui  fi  domanda 
di  fare  , o di  fapere  alcune  cofe  per  mezzo  di  altre  cofe_, 
note,  e di  alcune  condizioni,  che  fi  chiamano  i dati  del 
problema  ; ficcome  quelle , che  fi  cercano  , i queliti  o 
queflioni  fi  appellano. 

60.  I Problemi  altri  fono  determinati,  altri  indeter- 
minati; determinati  fono  quelli,  che  anno  foluzioni  di  nu- 
mero finito  , e determinato  , cioè  quelli,  che  o con  una 

fola 
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fola  determinazione  fi  pofiòna  fcìorre,  o fe  con  più,  dì 
numero  però  finito,  e determinato.  Tale  farebbe  il  ricer- 
care ( Fig.  i.  ) do^e  debbafi  tagliare  la  data  retta.* 
AB  in  modo,  che  tutta  abbia  al  maggior  fegmento  quella 
ragione,  chea  il  maggior,  fegmento  al  minore;  imper- 
ciocché un  fola  punto  in  efia  può  darfì  , per  efempio  C , 
onde  nafca  la  proprietà,  che  fi  cerca.  Lo  fiefiò  ( Fig. 
%.  ) farebbe  il  ricercare  nel  diametro  di  un  dato  fe- 
micircolo  AED  quel  punto,  per  efempio  C,  da  cui  al- 
zando una  perpendicolare  CE  terminata  alla  periferia-,, 
fia  efia  eguale  alla  terza  parte  del  diametro , mentre  due-* 
foli  di  quelli  punti  egualmente  lontani  dai  centro  fod- 
disfanno  alla  queftipne. 

Che  fe  verrà  propofio  di  cercare  fuori  della  data^  D 
un  punto  F tale,  che  da  elio  condotte  ali’efiremità  della-, 
data  AD  le  rette  E A,  ED , fia  l’angolo  AED  retto;  fi 
troverà,  che  infiniti  fono  i punti  E,  che  fciolgono  il  pro- 
blema, cioè  tutta  la  periferia  AED , come  è noto  dall* 
Euclide  ; medefimamente  fe  fi  cerchi  nel  diametro  A D 
un  punto  C , da  cui  alzata  la  perpendicolare  CE  nel  cir- 
colo, ella  fia  media  proporzionale  tra  i fegmentj  AC, 
CD,  fi  troverà,  che  ogni  punto  del  diametro  feioglie  la_* 
quefiione , e perchè  tali  punii  fono  infiniti , infinite  fono  le 
Eduzioni  del  problema  , che  però  dicefi  indeterminato. 

I problemi  determinati  di' una  fola  incognita  anno  bi- 
fogno,  gl’indeterminati  di  due;  k maniera  però  di  arri- 
vare all’equazione  è la  fiefia  in  quelli  , ed  in  quelli  ; ma-, 

de* 
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de’  fecondi  tratterò  particolarmente  al  Capo  terzo. 

61.  Le  quantità  cognite,  e date  foglionfi  denomina- 
re, come  altrove  fi  è detto,  con  le  prime  lettere  dell’alfa- 
beto; le  incognite,  e che  fi  cercano, con  una  delle  ultime 
avvertendo,  che  fe  la  quantità , che  fi  cerca,  è una  linea, 
debba  elfa  avere  fempre  origine  e principio  da  un  punto 
fido,  e determinato.  E comecché  ciò,  che  fi  cerca,  là  fup- 
pone  già  per  fatto,  e noto  col  chiamarlo,  per  efctnpio, 
x ; quindi  è,  che  da  quella  quantità  fuppolàa  cognita  ven- 
gono cognite  e date,  come  fi  fuol  dire  , per  l'  I fot  e fi , altre 
che  da  quella  dipendono.  Cosi  elfendo  ( Fig.  ?.  ) 
data  AD  — a,e  fuppollo  C il  punto  cercato,  e però  chia- 
mata AC—x , farà  C D~a~  x , e cosi  fi  difcorra  di 
molte  altre.  In  oltre  febbene  molte  quantità  non  fono  ef- 
prelfamente  date,  qual’è  la  linea  AD,  lo  fono  però  im- 
plicitamente, e come  fi  dice  , per  la  corruzione.  Cosi  nel 
triangolo  rettangolo  AED  ( Fig.  2.  ) quando  fia_. 
data  l’ ipotermia  AD  — a,  il  Iato  ED  — b , farà,  per  la  47. 

del  primo  di  Euclide,  dato  pure  il  lato  AE—V'aa  — bb  . 
Cosi  nel  femicìrcolo  A E D;  dato  il  diametro  AD  — a,  il 
fegmento  AC—b,  farà  CD-a—b , e per  la  8.  del  <5.  di 
Euclide  farà  CE  — ^ab—bb',  o pure  chiamata  AC—x, 

farà  CE  — Vax  — xx  data  per  l’ipotefi,  e per  la  coflruzio- 
ne.  Cosi  nel  triangolo  rettangolo  ( Fig.  3.  ) A CE-, 
abballata  dall’angolo  retto  B la  perpendicolare  BD,  fe_^ 
fieno,  per  efempio,  date  le  due  AC—a , AB—b,  faranno 


pan- 
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parimente  date  tutte  l’ altre  BC , BD,  AD,  DC;  cioè 

CB—V'aa  — bb  per  la  47.  del  primo  d’ Euclide,  come  fi  è 
veduto  , e per  l’8.  del  6.  farà  CD  terza  proporzionale 
di  A C , e di  CB  ; quindi  farà  — aa  — bb , per  la  ij.  dallo 

a 

fteffò  lib.  AD  farà  terza  proporzionale  di  AC,  e di  AB; 
e però  ~bb ; DB  farà  media  tra  AD,  e DC,  o pure 

a 

quarta  proporzionale  di  AC,  CB,  AB;  e però,  per  la  itf. 
dello  della  libro,  ~b\/aa  — hb.  Cosi  ( Fig.  4.  ) nel 

a 

triangolo  rettangolo  ABC;  fe  fia  DH  parallela  a BC,  e 
fìano  date  AB— a,  BC—b,  AD—x,  per  la  4.  del  fedo 

faranno  date  D H—  b x , AH  — xVaa  + bb  , e cosi  dicali 

a a 

d'infinite  altre. 

6 2.  Col  fupporre  adunque  già  fatto  , o noto  ciò , che 
deve  farfi,  o faperfi,  e maneggiando  indifferentemente  le 
quantità  date,  e quefite,  fi  adempiano  tutte  le  condizioni, 
che  nella  propofìzione  del  problema  fi  dimandano,  e fi 
arriverà  alla  equazione  . Sia  , come  fopra  , la  retta  AB 
( Fig.  1.  ) che  debbafi  tagliare  extrema  & media  ra- 
tione  . Sia  AB  — a,  e fìa  C il  punto,  che  fi  cerca  ; farà 
AC-  x,  e però  CBzza-r  x , La  condizione  importaci  è, 
che  debba  edere  AB,AC’-\  AC,CB,  cioè  a , x : x , a — x\ 
ma  per  la  natura  della  proporzione  geometrica  il  prodotto 
degl’edremi  è uguale  al  prodotto  dei  mezzi  ; adunque  farà 
aa  — ax  — xx , ed  eccoci  ali’ equazione . Sieno  dati  tre  nu- 
meri, 
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meri,  il  primo  fia  4.,  il  fecondo  5. , il  terzo  io. , e fi  cer- 
chi un  quarto  numero  tale,  che  fe  dal  prodotto  di  quello 
nel  terzo  fi  fottragga  il  primo,  ed  il  redo  per  elfo  primo 
fi  divida;  il  quoziente  fia  eguale  al  fecondo  numero  dato . 
Sia  x il  numero  cercato; adunque  il  prodotto  di  quefto  nel 
terzo  farà  io#,  e fottraendo  il  primo,  io*— 4,  e dividen- 
do per  elfo  primo,  io*  — 4 , ma  per  la  predizione  del 

4 

problema  deve  edere  iox  — 4 eguale  al  fecondo  numero 

4 

dato  5;  ecco  adunque  l’equazione  io#  — 4=5. 

4 

Dati  nel  triangolo  ABC  ( Fig.  4.  ) i lati  AC~a  % 
BC~b , e la  bafe  AB—c ; fi  ricerca  in  efifa  il  punto  D ta- 
le, che  alzata  DH  parallela  a BC , fia  il  quadrato  di  DH 
eguale  al  rettangolo  di  AD\DB.  Si  chiami  AD~x , 
adunque  farà  DB-c—x,  e per  i triangoli  limili  ABC , 
ADH  farà  DH—bx,  e però  adempiendo  ciò,  che  il 

g "t 

C 

problema  richiede,  farà  l’equazione  bbxx~cx  — xx, 

cc 

6%.  Se  il  dato  triangolo  ABC  farà  rettangolo  in  B 

non  s’avrà  a denominare  A C~a  ,ma  bensì  ~\/bb+-  cc  per 
efprimere  con  ciò  la  condizione  data  dell’  angolo  retto  . 
Così  fe  nel  femicircolo  A E D ( Fig,  2,  ) farà  dato  il  dia- 
metro AD  — 2u , il  fegmento  AC~b , non  però,  perchè 
fia  data  in  conseguenza  la  CE , fi  potrà  efprimere  con_. 
yna  qualunque  lettera  , ma  dovrà  denominarli  per  ia_. 

K ; prò- 
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proprietà  del  circolo  col  farla,  ~y  zab  — bb  appunto  per 
indicare  , che  ella  (ìa  ordinata  del  circolo  ai  punto  C;  e 
ciò  generalmente  s’intenda  doverli  fare  in  tutti  i cali  di 
llmil  natura.. 

64.  Ma  ciò  , che  può  fare  qualche  difficoltà  ft  è, che 
il  più  delle  volte  le  linee  date  nella  figura  , con  cui  viene 
propolio  il  problema,  non  badano  per  avere  quelle  quan- 
tità, o Ila  denominazioni,  che  fono  necellarie  per  giugne- 
re  alla  equazione  . Un  tale  cafo  farebbe , fe  date  di  pofii- 
zione  ( Fig.  5.  ) due  rette  indefinite  A E , AF , ed  il  pun- 
to C,  veniffe  propolio  di  condurre  dal  punto  dato  C la 
retta  CF  talmente,  che  formafie  il  triangolo  AEF  egua- 
le a un  dato  piano.  La  efpreffione  del  triangolo  AEF  fa- 
rebbe la  metà  del  prodotto  di  AF  in  EG,  abbaffata  EG 
perpendicolare  ad  AF;  Ila  adunque  A Fz zx,  ma  non_« 
perciò  farà  mai  poffibile  inferire  dalle  fole  defcritte  linee 
il  valore  di  elfa  E G . In  filmili  incontri  fa  d’ uopo  di  com- 
porre la  figura  conducendo  parallele,  alzando  perpendi- 
colari, formando  triangoli  limili,  defcrivendo  circoli  , o 
tifando  altri  limili  artifizj  della  Geometria  comune,  de’ 
quali  non  è poffibile  alfiegnare  regola  alcuna,  dipèndendo 
effi  dalle  circollanze  del  problema,  dall*  indù  firia,  dalla 
pratica,  e fpefiò  dal  cafo  ; ordinariamente  però  fogliono 
fervire  le  propofìzioni  5.  13.  15.  27.  29.  32.  47.  del  primo 
libro  di  Euclide;  alcune  del  fecondo  ; le  20.  21.22.  27. 
51.  35.  3 6.  del  terzo;  le  1.  2.  3.  4.  5.  6.  7.  8.  del  fello  ; 
ed  alcune  dell’undecimo,  e duodecimo  per  i folidi . Nel 

prò- 
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propoflo  problema  adunque  dal  punto  dato  C fi  conduca 
CD  parallela  ad  E A,  ed  EG,  CB  perpendicolari  ad  FA 
prodotta.  Poiché  lono  date  di  po  dizione  le  rette  A E , 
AF , ed  il  punto  C,  faranno  date  di  grandezza  le  AD, 
CB.  Sia  adunque  A D~  a,  CB~b , A F~  x , ed  il  dato 
piano  —cc.  Poiché  i triangoli  FDC , FAE  fono  limili  , 
come  pure  limili  tra  loro  i triangoli  DCB,  AEG , faran- 
no le  analogie  DF , AF  : : D C,  AE  ::  BC,  EG;  e però 
,D F , A F • : BC,  EG,  cioè  a +-  x , x ::  b , ÉG , onde  farà 
EG  — bx,  e perchè  il  triangolo  AEF,  cioè  la  metà  del 

fl  nfr*  $ 

prodotto  di  AF  in  EG  deve  edere  eguale  al  dato  pia- 
no cc;  farà  finalmente  l’equazione  bxx  ~cc,- 

za  4-  1 x 

65.  La  fola  propofizione  de’  problemi,  che  fin  qu*i 
ho  prefi  per  efempio  , mi  à immediatamente  portata  all’ 
equazione  appunto  , perchè  mi  a comandato  di  fare,  che 
due  quantità  fodero  uguali  ; ma  non  cosi  fuccede  quando 
da  alcune  quantità  date  viene  propoflo  di  ritrovarne  deli’ 
altre  fenza  qualche  condizione  , che  efpreflamente  ali’ 
equazione  ci  porti.  Allora  conviene  con  un  po'  d’arte  pro- 
cacciacela, e ciò  col  ritrovare  (componendo  la  figura,  fe 
è necelTario  ) per  mezzo  di  diverfe  proprietà,  due  diffe- 
renti efpreffìoni  della  medefima  quantità,  ed  inffituire  fra 
effe  l’equazione.  Ho  detto  per  mezzo  di  diverfe  proprie- 
tà , perchè  la  fieffa  proprietà  comunque  fi  vuole  maneg- 
giata darà  femore  la  medefima  efprefiìone.  Addurrò  tre 

K 2 efem- 
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efempj , che  per  ora  polTono  badare . 

Dato  il  triangolo  CDB  ifofcele  ; ( Fìg.  6.  ) fi  diman- 
da il  diametro  del  circolo  CADE , a cui  egli  fia  infermo. 
Si  faccia  CD  zza,  CBzz  BDzzb , BAzzx , diametro  ri- 
cercato, e fi  tiri  la  CA.  Saranno  Umili  i due  triangoli 
ABC,  BCE,  per  efier  retti  gl’ angoli  BCA  , CEB  , e 
però  farà  AB,  BC  : : BC,  BE;  cioè  x,  b ::  b,  BE;  onde 

BEzzbb,  ed  è pure  CE  la  metà  di  CD,  onde  zz~a, 

X — z 

per  l'angolo  retto  CEB  farà  CB—aa  +.  b 4 ; ma  il  qua- 

X X 

drato  di  CB  è anche  zzbb , e però  farà  l' equazione-» 
bb  zz  aa-h  b*  . 

4 xx 

Dati  nel  triangolo  ABC  ( Fig.  7.  ) i tre  lati,  ed  ab- 
ballata la  perpendicolare  A E fopra  BC  dall’angolo  A , fi 
domandano  i due  fegmenti  BE,  E C.  Sia  AB  zza,  AC  zz  b , 
BCzz  c,  BE  — x , farà  EC zz  c — x . Per  la  47.  del  primo 
d’ Euclide  farà  il  quadrato  di  A E uguale  al  quadrato  di 

'A  B meno  il  quadrato  di  BE  , cioè  A E zz  AB -‘BE',  ma 

per  la  fleffa  farà  pure  AE  zz  AC  — EC  , adunque^ 

AB~BEzzAC—  CE  , e polle  1*  efpreflìoni  algebraiche  , 
farà  aa  — xx  zzbb  — cc  +-  2 ex  — xx  . 

In  altro  modo  ancora . Si  conduca  E F perpendicola- 
re ad  A B . Per  1’  8.  dei  <5.  d’ Euclide  farà  AB , BE  ::  B E, 
BF  , cioè  a,  x ::  x , BF,  e però  BFzzxx  ; adunque_> 


a 


AFzz 
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AB-  a — xx;  ma  per  la  ftelfa  proporzione  8.  farà  pure 

a 

z 

A F,  AE  : : AE , AB , e però  farà  AE~aa  — xx  . Con- 
dotta dal  punto  E la  retta  E M perpendicolare  ad  A C,  con 

10  fteflb  raziocinio  fi  troverà  ÀÈ  — bb — -cc  + 2cx — -xx, e 
paragonati  fra  loro  quelli  due  valori , avraffi  l’equazione  „ 
come  prima,  aa — xx—bb — cc +■  2 ex  — xx  . 

Dato  il  quadrante  AHM  ( Fig.  8.  ) e le  tangenti  Ài, 
HK  dei  due  archi  AH,  HD;  fi  dimanda  la  tangente  AB 
della  fomma  de’ due  archi  dati . Sia  il  raggio  C A~  a ,A  i~  bs 
HK  = c,  AB  — x . Per  avere  una  equazione  fi  tiri  normale 
fopra  A C dal  punto  D la  DE ; quindi  per  i triangoli  fimi- 

11  CBA,  CDE  fi  troveranno  i valori  di  CE,  e di  DE  ; 
fi  procuri  adunque  di  vedere,  fe  ci  venga  fatto  di  deno- 
minare in  un’  altra  maniera  la  fielfa  DE;  e perciò  lì  tiri 
D F perpendicolare  a CH  ; e per  mezzo  de’  triangoli  li- 
mili CAI,  CEO  fi  averanno  le  £0,  CO;  Umilmente  per 
mezzo  de’ triangoli  CHK,  CFD  fumili  averaffi  là  FD  ; 
e dai  triangoli  firmili  CEO , FOD  fi  caverà  OD  ; e però 
farà  ED-EO+-OD,  che  ci  darà  l’equazione  analitica . 

’O  riferito  il  folo  ordine,  che  potrebbe  tenerfi  per 
giugnere  all’  equazione  , ommettendo  le  attuali  operazio- 
ni , perchè  in  altro  luogo  fi  feioglierà  il  problema  com- 
pitamente . 

€6.  Conviene  pure  ufare  qualche  forta  d’indufiria 
per  giugnere  all’equazione  in  que’  Problemi , ne’  quali  fi 

tratta 
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tratta  di  angoli , é ciò  con  l’ artifizio  di  palTare  dalle  pro- 
prietà degl’ angoli  a quelle  delle  linee,  che  entrano,  o 
poffono  entrare  nel  problema  . Ne  prendo  un’  efempio 
dalla  propofizione  io.  del  lib.  4.  d’ Euclide.  Debball 
( Fig.9 .)  l'opra  la  retta  AB  coftruire  il  triangolo  ABC , il 
di  cui  angolo  A fia  la  metà  tanto  dell’angolo  ABC , quan- 
to dell’ angolo  ACB.  Il  triangolo  ABC  ila  il  ricercato  , 
adunque  faranno  tra  loro  eguali  i due  angoli  ACB,  ABC, 
quindi  eguali  i lati  AC,  AB,  e fe  s’intenda  condotta  la_. 
retta  CD  tale  , che  divida  in  due  egualmente  l’angolo 
ACB,  faranno  Umili  i due  triangoli  ACB  , CDB , e fi 
avrà  l’ analogia  A B,  B C:  : B C,  B D,  ma  fi  à BC—DCEiAD, 
adunque  farà  AB,  AD  ::  AD,  DB  , ed  ecco  ridotto  il 
problema  propollo  all’altro  di  dividere  la  data  AB 
extrcma  & media  rat  ione . Sciolto  pertanto  quello  fecondo 
problema,  cioè  ritrovato  il  punto  D , farà  fciolto  il  propo- 
llo ancora , perchè  divifa  D B per  metà  in  E , fe  fi  alzerà 
la  perpendicolare  EC,  che  incontri  in  C l’arco  B C del 
raggio  AB,  e fi  conducano  dal  punto  Cle  rette  C A,  CB, 
il  triangolo  A CB  farà  il  ricercato  . 

6j.  Ritrovata  adunque  l’equazione  del  problema,  fa 
d’ uopo  da  ella  ricavare  i valori  della  incognita , cioè  ri- 
durre ella  incognita  ad  efiere  eguale  a fole  quantità  date  , 
nel  che  confifie  la  foluzione  del  problema  , e ciò  dicefi 
rifolvere  l'equazione  . 

Ma  prima  è bene  richiamare  alla  memoria  alcuni 
affio mi  ; cioè 


1. 
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1.  Se  a due  cofe  eguali  fi  aggiungeranno  , o da  elle, 
fi  fottrarranno  cofe  eguali , le  forame,  o differenze  faran- 
no parimente  eguali . 

2.  Se  cofe  eguali  fi  moltiplicheranno  , o fi  divideran- 
no per  cofe  eguali , i prodotti , o i quozienti  faranno  eguali . 

3.  Se  da  cofe  eguali  li  caverà  radice  di  indice  eguale, 
i rifultanti  faranno  eguali  . 

4.  Se  cofe  eguali  fi  eleveranno  a poteftà  di  efponen- 
te  eguale,  i rifultanti  faranno  eguali. 

Dal  primo  di  quelli  affiomi  fi  ricava  , che  fe  fi  vorrà, 
che  un  qualunque  termine  dell’equazione,  il  quale  fia  da 
lina  parte  del  fegno  d’egualità,  palli  dall’  altra,  fi  potrà 
Tempre  farlo  fenza  punto  togliere  l’eguaglianza . Sia  l’equa- 
zione ax  -f-  bb  — — xx  -i-  cc;  fi  aggiunga  xx  all’uno,  ed 
all’altro  membro  dell’  equazione  , farà  ax+bb-^xxzz 
— xx  4-  cc  + xx  i ma  — xx -h  xx  fi  elidono  , e rimane-* 
ax  + bb-hxx  — cc',  ed  ecco  il  termine  xx  pattato  nel  pri- 
mo membro  dell’  equazione , da  cui  fe  in  oltre  fi  fottrarrà 
bb  3 farà  ax  +-  bb  4-  xx  — bb~cc  — bb;  ma  bb—  bb  fi  elido- 
no, e rimane  ax  4-  xx~cc  — bb,  ed  ecco  il  termine  bb 
paffato  nel  fecondo  membro  dell’equazione.  Adunque.* 
generalmente  quando  vogliali,  che  un  qualunque  termine 
paffi  da  una  parte  all’altra  del  fegno  d’egualità,  ballerà 
fcriverlo  nell’altra  con  mutargli  il  fegno.  In  confeguènza 
di  ciò  fi  potrà  adunque  rendere  a noftro  talento  pofitivo 
un  qualunque  termine,  che  nell’equazione  fia  negativo,  e 
vicendevolmente;  e ciò  con  lo  fcriverlo  col  fegno  mutato 

dalla 
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dalla  oppofta  parte  del  fegno  d’egualità  a quella,  in  cui  fi 
trova  ; e però  aa  — xx—bb  farà  lo  (lelfo , che  .aa  — bbzz  xx, 
o fia  xx  =: aa  — bb . Quindi  fe  nell'uno,  e nell’altro  mem- 
bro dell’equazione  vi  farà  lo  fletto  termine  , ed  affetto  dal 
medefimo  fegno, potrà  effo  da  ambi  i membri  cancellarli,, 
lenza  togliere  l’eguaglianza,  come  fe  fotte  ax  —xxxabb  — xx , 
11  fcriverà  ax~bb\  imperciocché  trafportando  dalla  op- 
pofla  parte  il  termine  -r  xx,  farebbe  ax  — xx  + xxzzbb, 
o pure  axxabb  — xx  4-  xx , ma  —xx  e + xx  fi  elidono  ; 
adunque  farà  ax^zbb.  Lq  ideilo  fegue  fe  in  luogo  di  tral- 
portare  il  termine  ad  ambi  i membri  comune, effo  ad  am-» 
bi  fi  aggiunga,  fe  nell’equazione  è negativo,  o fi  fottrag* 
ga , fe  è pofitivo  ; così  fe  b ax  — xxzzbb—  x x ^ fata  anche 
ax  — xx  4-  xx  — bb  — xx  4-  xx , cioè  ax^ibb  , 

<58.  Pai  fecondo  affipma  fi  ricava,  che  fe  un’equa» 
zione  averà  delle  frazioni  fi  potrà  fempre,  fenz;a  togliere^ 
l’egualità,  da  effe  liberare  con  ridurre  ciafcun  termine  al 
comun  denominatore,  ed  indi  ommettere  efio  denomina- 
tore,  appunto  perchè  quantità  eguali  per  eguali  moltipli- 
cate fanno  prodotti  eguali . Sia  a -^xjtzzb-,  riducendo  al 

b 

comune  denominatore  farà  ah  — xx  ~bb 9 e moltiplicar;» 

b b 

do  ambi  i membri  dell’equazione  per  b,  cioè  ommetten- 
do  elio  denominatore  b , farà  ab  — xx  — bb  . E fe  in  oltre,, 
fi  voglia,  che  il  termine  — xx  fia  pofitivo  , fi  farà 
ab  — bb+  xx  3 o fia  ( che  è lo  ideilo  ) xx  i-bbìzab,  o pu- 
re 


/ 
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re  xxrzab-*  bb.  Sia  ax  — bxx  zi  ab , riducendo  al  comu- 

z a 

ne  denominatore  farà  aax  — ibxx  — laab  , e moltiplican- 

za  za 

do  l’uno  , e l’altro  membro  per  ia  ; averaffi  aax  — 
ibxx zz  laab . E fe  fi  voglia  di  più,  che- il  termine  2 bxx 
Ila  pofitivo,  e in  oltre  che  tutti  i termini,  i quali  conten- 
gono la  lettera  x , fieno  da  una  parte  del  fegno  d’eguali- 
tà, fi  faccia  zbxx  — aax “ — zaab,  o riducendo  l’equa- 
zione al  zero , 2 bxx  — aax  +.  2 aab  zi  o . 

69.  Per  lo  fiefio  affioir.a  fi  potrà  liberare  qualunque 
lettera  , a piacere  , nell’equazione  , o fua  poterti  dal  co- 
efficiente  , cioè  da  quella  quantità  , in  cui  erta  fia  per  av- 
ventura moltiplicata,  e ciò  dividendo  ciafcun  termine  per 
erto  coefficiente  : Sia  pertanto  2 bxx  — aax  — — 2 aab  , e_i> 
debbafi  liberare  xx  dal  coefficiente  2 b ; adunque  dividen- 
do l’uno  , e l’altro  membro  dell’equazione  per  la  ftefla_, 
quantità  2 b,  i quozienti  faranno  eguali,, cioè  2 bxx— aax— 

z b 

—2aab,e  però  xx  — aax  zi — aa.  Sia  ax  — a 5 ~ bb—  3 bxx  —bxì 

zb  i b b za 

e fi  voglia  , che  la  xx  fia  pofitiva  , libera  dalle  frazioni  , 
e da’  coefficienti  , e che  tutti  i termini  , che  in  qualunque 
modo  contengono  la  lettera  x2  fieno  da  una  parte  del  fe- 
gno d’egualità  , e gli  altri  dall’  altra  . Si  feriva  adunque^ 
%bxx  +•  bx  4-  ax  — bb+-  a 3 ; fi  moltiplichi  per  2 a ciafcun  ter- 
1 a b - 

mine, 

L 
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mine,  e viene  l’equazione  $bxx'-h  2abx  +•  taax—iabb  + 22% 

b 

fi  divida  finalmente  ciafcun  termine  per  ^b , e farà  l’equa- 
zione xx  *+  2 abx  +■  2<aax  — 2a 4 -+-  2aà,  che  à tutte  le  con- 

3 b \bb  i 

dizioni  ricercate  . 

70.  Dal  quarto  affìoma  fi  ricava,  che  fe  una  equazio- 
ne conterrà  radicali  , o fordi  , fi  potrà  da  effi  liberare.» 
fcrivendo  il  termine  , o i termini  Tordi  da  una  parte  del 
fegno  d’egualità  , ed  i razionali  dall’altra  , indi  facendo  il 
quadrato  dell’  uno  , e dell’  altro  membro  dell’  equazione  , 
fe  la  radice  è quadrata  ; il  cubo  fe  è radice  cuba  ec.  Così 

ellendo  Vaa  —xx+-  a~xi  1 feriva,  pollo  il  termine  a dall’ 

altra  parte  del  fegno  d’egualità,  Vaa  — x x — x—  peperò 
quadrando,  aa  — xx  — xx  — 2 ax  +-  aa  ; cioè  2xx  — 2 ax—  o, 
o fia#  -a  — o,  dividendo  per  2x  comune  ad  ambi  i mem- 

brijCosìelTendo/^ aax  — x*  — a+-  x~ 0;  fiferi va t^aax—x*  — 
a —x,  e fatti  icubi,  farà  aax  — x%  — a*  — 3 aax  +•  ^axx—  x*  9 
cioè  3 axx  — 4 aax  +-  a 3 — o,  o fia  $xx  — 4 ax  i-aa  — o,  divi- 
dendo per  a . 

Che  fe  i termini  radicali  folTero  due  o più  , onde  in 
una  operazione  fola  non  fparilfero,  ella  fi  ripeta  fino  che  bi- 

fogna  . Così  v bx  ~ a +-  Vax  fi  feriva  1/  bx  — V ax  — a , e 
quadrando  , bx  4-  ax  — 2 ! /abxx  — aa , cioè  bx  +■  ax  — aa  — 

2 V abxx  , e di  nuovo  quadrando  , bbxx  +-  aaxx  +-  <3  + -h 
aabxx  — zaabx — 2 a*  x — qabxx  , cioè  bbxx  — 2 abxx-b 


aaxx — 
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aaxx — zaabx—*  za ? x-h  a 4 =0 . Cos'ir  — t^ay*  yy  ~aV'ay-*yy, 
quadrando , far kyy  zz  ay  +-  yy  — a V ày  — ; cioè  #7  = 

<3 Vay  —yy  , e di  nuovo  quadrando  , aayy  — a' y — aayy  , 
vale  a dire  2 aayyzza3  y 3 o da  zyzza. 

71.  Premedè  quelle  cofe  , è facile  la  maniera  di  ri- 
folvere  le  equazioni  per  avere  in  quantità  date  il  valore.* 
della  incognita  } che  ferve  alla  foluzione  del  problema-.  . 
Ma  prima  11  fuppongano  le  equazioni  liberate  dalla  afim- 
metria  , cioè  da’  radicali  nel  cafo  , che  l’incognita  folle,, 
fotto  al  vincolo  , ed  indi  ridotte  all’  efpredìone  più  fe tri- 
plice cancellando  que’  termini , che  11  elidono  , fe  tali  ne 
aveffe  ; fe  l’uno  e l’altro  membro  fodero  per  la  deda_. 
quantità  moltiplicati , dividendoli  ; o fe  fodero  dividi  , 
per  eda  moltiplicandoli  ; come , per  efempio  , fe  fode 

axx  — aax  4*  aabzz  a3  +■  aab  il  ridurrebbe  ad  edere  xx 
b b 

ax  za  aa  . In  oltre  per  primo  termine  dell’  equazione  il 
intenda  il  compledo  di  tutti  i termini  , che  contengono 
l’incognita  alla  maflìma  poteflà  ; per  fecondo  termine  il 
compleifo  di  tutti  i termini , che  contengono  la  incognita 
alla  poteflà  di  un  grado  inferiore  , e cosi  di  mano  in  ma- 
no ; e per  termine  cognito  il  compledo  di  tutti  i termini  , 
che  in  nedun  modo  eda  incognita  contengono  . Quindi 
nell’equazione  axx  — bxx  — bbx  — aax  zz  a3  — bìì  o fia_. 
axx' — bxx  — bbx  — aax  4-  b3  — a3  — o 3 farà  axx  — bxx  3 

cioè  xx  X <3  — b il  primo  termine  ; — bbx  — aax  , cioè 

L 2 
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x X aa  — bb  il  fecondo  ; — a 3 +-  £ 3 il  cognito . Nell’equa- 
zione'aaxx—abxx  +.  a^-b*-.  a3b  — o farà  aa-*abXxx 
il  primo  termine  ; il  fecondo  manca  ; ed  a* ~ b * b il 
cognito.  Nell’equazione  ax3  +-  bxì  — aaxx  ~-a4  farà 

a+  bXx 3 il  primo  ; ~~aaxx  il  fecondo  ; il  terzo  manca  ; 
e — a*  l’ultimo,  o il  cognito;  e cosi  dicafi  dell’ altre  equa- 
zioni . E qui  devefi  notare,  che  il  termine  , per  efempio, 
aaxx _ bbxx  (il  che  s’intenda  di  qualunque  altro  compo- 
llo di  fegni  contrarj)  può  effere  quantità  pofitiva  , o nega- 
tiva , e farà  pofitiva  fe  aa  fia  maggiore  di  bb  , negativa  fe 
all’oppollo  ; e però  fe  fi  dirà  in  apprelTo  di  rendere  pofi- 
tivo  un  fimil  termine  nell’  equazione ,bifognerà  a ciò  ave- 
re riguardo  . 

72.  Ciò  pollo  ; per  rifolvere  le  equazioni  , in  primo 
luogo  fe  l’equazione  à frazione  , nel  di  cui  denominatore 
fia  l’incognita  , fi  riduca  al  comun  denominatore  ; in  fe- 
condo luogo  fi  renda  pofitivo  il  termine  della  malfima_. 
potefià  dell’  incognita  , e fcritti  da  una  parte  del  fogno 
d’egualità  tutti  i termini  nell’  ordine  loro  , che  contengo- 
no effa  incognita  , fi  ferivano  dall’altra  i cogniti  ; in  terzo 
luogo  fe  il  primo  termine  , cioè  quello  della  maffima  po- 
terà dell’incognita,  avelie  un  denominatore,  li  liberi  dalla 
frazione  nel  modo  detto  al  num.68.,  e finalmente  fe  avef- 
fe  coefficiente  , cioè  fe  folle  moltiplicato  in  qualche  quan- 
tità data  , da  elfo  coefficiente  fi  liberi  ( n.  6 p.  ) 

E’  facile  il  vedere  , che  in  quella  guifa  operando  , fe 

l’equa- 
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l'equazione  avrà  l’incognita  a una  fola  diraenfione  , farà 
ella  anco  interamente  rifoluta  , e ridotta  la  delfa  incogni- 
ta eguale  a fole  quantità  date  , che  è quanto  fi  pretende 
di  fare.  Sia  l’equazione  aa*-ff  bbx  — aax , e da  aa  mag- 

zm 

giore  di  bb.  Per  rendere  pofitivo  adunque  il  termine  dell' 
incognita  fi  feriva  aax  ^.bbx  aa , e liberando  dal  de- 

z m 

nominatore  , e coefficiente  , farà  x~2 m \jf~aa,  valore 

aa  — bb 

interamente  cognito  . Se  foffie  aa  minore  di  bb  , in  q uedo 
cafo  il  termine  dell’incognita  bbx _ aax  farebbe  polìtivo  , 

2 a 

nè  occorrerebbe  trafportarlo , e fi  avrebbe  x — 2m  X aa  — 

bb  — aa 

73.  Anzi  quando  anche  l’incognita  fia  elevata  a qua- 
lunque potedà,  purché  alla  della  in  tutti  i termini  ne’ 
quali  fi.  trova,  cioè  ( che  vuol  dire  lo  dedo  ) purché  l’in- 
cognita formi  un  fol  termine,  per  l’affioma  3.  fi  rifolverà 
l’equazione,  e fi  avrà  effia  incognita  eguale  a fole  quantità 
date  col  edrarre  dall’uno,  e dall’  altro  membro  dell’equa- 
zione la  radice  di  quell’indice,  di  cui  è la  potedà.  Sia_. 
l’equazione  bb—aa  — axx—  bxx  . Per  rendere  pofitivo  il 

z c 

termine  dell’incognita  fi  feriva  axx  +.  bxx  ~aa  — bb,  e li- 

l c 

berando  dalla  frazione , e dal  coefficiente,  xx  — icYaa  _ bb , 

& -H  £ 
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cioè  xx  ~ ìac  — ibc , facendo  l’atto  al  divifione  per  a+b9 
giacché  li  può,  e finalmente  cavando  la  radice  quadrata  , 

farà  x~  ± (/2 ac—ibc.  Ho  pollo  alla  radice  il  fegno  am- 
biguo per  ciò,  che  fi  è detto  al  num.  15.  Per  la  ftefik-, 

ragione  fe  foibe  xìz:aì  jrbì , fi  averebbe  x — l^ ai-^bì  , 
e cosi  dell* altre  generalmente. 

74.  Ma  fe  l’equazione  contiene  l’incognita  al  qua- 
dratoelevata, e in  oltre  il  rettangolo,  o fia  il  prodotto 
della  fletta  incognita  nelle  quantità  note,  cioè  il  fecondo 
termine,  (e  dicefi  equazione  di  quadratica  affetta,  ficco- 
me  quando  manca  il  fecóndo  termine  di  quadratica  fe  tri- 
plice fi  appella  ) preparata  elfa  come  fi  è detto,  all’uno, 
ed  all’altro  membro  della  equazione  fi  aggiunga  il  qua- 
drato della  metà  del  coefficiente  del  fecondo  termine.# 
( vale  a dire  il  quadrato  della  metà  di  quella  quantità  co- 
gnita intera,  o rotta,  che  moltiplica  la  incognita)  ed  il 
primo  membro,  come  è manifefio,  farà  fempre  un  qua- 
drato, la  di  cui  radice  farà  il  compietti)  dell’incognita,  e 
della  metà  di  cfiò  coefficiente  con  il  fuo  fegno  naturale  ; 
e però  efiraendo  la  radice , quello  compleffo  farà  eguale 
alla  radice  quadrata  del  fecondo  membro  , e trafportando 
la  metà  del  coefficiente  , come  quantità  cognita,  farà  fi- 
nalmente la  incognita  eguale  alla  fomma  , o differenza-, 
( fecondo  la  natura  de’  fegni)  della  radicale,  e di  elfa  me- 
tà del  coefficiente  . Sia  l’equazione  xx  +■  lax  ~ bb  ; fi  ag- 
giunga all’uno,  ed  all'altro  membro  il  quadrato  della-, 

metà 
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metà  del  coefficiente  del  fecondo  termine,  cioè  aa,  e fa- 
rà xx  4-  2 ax  4-  aa  — aa  +-  bb , e cavando  la  radice,  x •+aaaz 

£:  1 /aa  + bb , e trafponendo,  .vr:  £ bb  — a. 

Sia  l’ equazione  bbx  _ aax  — 4-  aàbb  ~ o . Ren- 

m 

dendo  pofitivo  il  maffimo  termine  , ed  ordinando  l’equa- 
zione , farà  mxx  4-  aax  — bbx  — aabb  , e dividendo  per  m , 

m 

xx  4-  aax  — bbx  ~ aabb  ; adunque  aggiungendo  ad  ambii 

m m m 

membri  il  quadrato  della  metà  del  coefficiente  del  fecon- 
do termine,  cioè  a+—  zaabb  4-&4 ,11  avrà  xx  + aax  - bbx  -t- 

4 mm  m 

a*  — zaabb + b*  ~a*  — zaabb -^b^  4-  aabb  , e cavandola  ra- 

4 ni  rn  4 m m m m 

dice , x 4-  aa  — bb  ~ ±^i /a 4 — z aabb  — b 4 4-  , e rid  ucendo 

2.  m 4 >»  »2  }» 

al  comune  denominatore  il  radicale , e trafponendo  il  termi- 
ne cognito  aa~bb , farà  x~—aa+-bb ±j/a 4 4-  zaabb  — b 4 ; 

2 »>  4 m m 

ma  la  radice  fi  può  attualmente  ellrarre  , ed  è tanto 
aa  + bb,  quanto  — aa — bb , per  ragione  del  fegno  ambi- 

2 m 

guo  ± , e però  faranno  due  I valori  della  x,  uno 
xzz  — aa 4-  bb 4-  aa 4-  bb  , o fia  xzzbb  , e l’altro  xzz 

X in  m 

— aa+bb  — aa  — bb,  o Ila  xzi  — aa . 

z m m 

75.  L’ambiguità  adunque  del  fegno,  che  feco  porta 

la 
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la  effrazione  della  radice  quadrata,  fomminillra  due  valo- 
ri dell’  incognita  , i quali  poflono  effere  ambi  politivi  , 
ambi  negativi,  un  pofitivo  , e negativo  l’altro  , e taIora_, 
ambi  immaginar j , fecondo  le  quantità  note  onde  fono 
compolli  . Nell’  equazione  finale  , per  efempio  , x — 

±_  V aa**bb—  a un  valore  , cioè  V aa+bb  — a farà  politi- 
vo , perchè  efifendo  V aa+bb  maggiore  di  a , la  differenza 
è pofitiva  ; l’altro  valore , cioè  -t-  1/  aa  4-  bb  — . a farà  negati- 
vo , come  è manifello.  Nell’equazione  x~ :a±_Vaa  — bb 
( fuppollo  b minore  di  a)  ambi  i valori  faranno  politivi , 

perchè  Vaa  — bb  è minore  di  a;  e per  la  della  ragione.» 

nell’equazione  x — ± i/aa  — bb  — a ambi  i valori  faranno 
negativi  ; che  fe  folfe  b maggiore  di  a , ambi  farebbero 

immaginar],  come  ó notato  al  n.  15.,  perchè  Vaa-r-bb 
farebbe  radice  di  quantità  negativa  . Nell’  equazione^ 
— b*  ,che  efigge  due  volte  la  ellrazione  della  radice 

quadrata,cioè^vr:±  I/#4—  b*  ,ed indi  x— ±.  , 

quattro  fono  i valori  , due  reali  pofitivo  l’pno?  e negativa 

l’altro , cioè ^ ■+]/a"r  — b*  , fuppolla  b minore  di  a , 

gl’altri  due  immaginar],  cioe>=±^- -l/#4_&4, 
quando  b ila  maggiore  di  a tutti  quattro  faranno  immagi- 
nar] ; in  proporzione  fi  difcorra  dell’  altre  equazioni . 
I valori  negativi  , che  diconfi  ancora  fallì,  fono  niente 
ijieno  reali  de’  politivi  ? e quella  fola  diversità  anno , che 

fic 
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fe  nella  foluzione  del  problema  i politivi  11  prendono  dal 
punto  fidò  principio  dell’incognita  verfo  una  parte,  i ne- 
gativi fi  prendono  dallo  fiedò  punto  verfo  la  parte  oppo- 
lla  . Sia  (Fìg.  io.)  A il  principio  dell’incognita  x di  un— 
problema  , e l’equazione  finale  fìa,  per  efetnpio  x~±:a; 
lì  prenda  AB -a,  fidato  adunque,  che  da  A verfo  B fieno 
i politivi,  farà  AB  — a il  valore  pofitivo  di  x , ed  in  con- 
feguenza,  prefa  AC—AB,  ma  dalla  parte  contraria  del 
punto  A;  farà  AC—  — a.  il  valore  negativo  di  x,  ed  il 
problema  avrà  due  foluzioni , una  nel  punto  B,  l’altra  nei 
punto  C . Ma  di  tutto  ciò  fi  vedrà  meglio  la  pratica  ne' 
problemi  , che  fcioglierò  in  appredo  ’ 

7 6.  Qualora  pertanto  l’equazione  , a cui  le  condizio- 
ni de’  problemi  ci  anno  condotti , ci  fomminidra  foli  va- 
lori immaginari  , ciò  vuol  dire  , che  il  problema  non  à 
foluzione  alcuna  , e che  è impodibile  . Lo  dedo  fi  con- 
cluda quando  la  equazione  finale  ci  porta  all’adurdo  , co- 
me fe  ci  dade  quantità  finita  eguale  al  zero  , o il  tutto 
eguale  alla  parte  , o cole  filmili  . Tale  la  ritroverebbe—  , 
chi  mila  retta  AB~a  ( Fìg.  1.)  ricercade  il  punto  € , onde 
fode  il  quadrato  di  tutta  eguale  alla  fomma  de’ quadrati 
delle  parti;  imperciocché  fatta  AC~x,  farebbe  aaz:  xx  ■+ 
aa  — 2 ax  4-  xx , cioè  2xx  — 2 ax  ~ o , e però  x — a , vale  a 
dire  la  parte  eguale  al  tutto  . Adurda  pure  l’avrebbe  chi  , 
alzata  filila  retta  AB  (Fìg.  ir.)  la  perpendicolare  indefi- 
nita BHj  cercade  in  eda  un  punto  C , da  cui  conducendo 
al  dato  punto  A la  retta  CA , fodero  parallele  le  due  CB, 

M CA  ; 
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C A;  imperciocché  fatta  B Azza,  BCzzx,  e prefa  BDzz 
A-x  j e condotta  DM  parallela  a BA,  farebbe  , per  i 
triangoli  CBA , CD  M Amili , D Mzz  -~a; mafe  CA,CB 
fono  parallele  , deve  efTere  D M eguale  a BA,e  però 
—•Zza,  equazione  imponibile  . . 

Se  taluno  però  pretendere  , che  la  prima  delle  due_» 
fuperiori  equazioni  ,cio è 2xx~  2ax  ZZ  o non  fia  altrimenti 
alTurda  , ma  che  ci  fomminiflri  due  valori  benché  inutili , 
però  reali  , fondato  falla  ragione  , che  dividendo  l’equa- 
zione per  2x  -•  2 a , rifulta  x ZZ  o valore  reale  , che  fcio- 
glie  il  problema  ; imperocché  prefa  x"ZZo,  cioè  divifa  la 
linea  AB  nel  punto  A , una  parte  di  ella  farà  zero  , e l’al- 
tra farà  a ; e però  il  quadrato  di  tutta  eguale  al  quadrato 
delle  parti  , cioè  aazzo  +-  aa  , o Ila  aa  tr  aa  ; e dividendo 
per  2x  l’equazione , rifulta  x zi  a valore  reale  , che  fcio- 
glie  il  problema  , dividendo  la  linea  nel  punto  B ; a chi  , 
come  dilli  , così  pretendere  non  mi  opporrei  per  avven- 
tura ; ma  qualunque  fiafi  la  giuda  idea  di  quella  , e fimili 
equazioni  , egli  è certo  però  , che  nulla  di  più  ci  fa  fape- 
re,  fe  non  che  il  quadrato  della  linea  AB  è eguale  al  qua- 
drato della  linea  AB,  e la  linea  eguale  a fe  della  . 

Ho  prefo  per  efempio  d’equazione  , che  porta, all’  af- 
furdo  , quella  che  mi  dà  una  quantità  finita  eguale  a zero, 
o il  tutto  eguale  alla  parte  ; ciò  però  s’intenda  quando  la 
incognita  non  polla  efier  grandezza  infinita  , ed  il  proble- 
ma non  da  più  , che  determinato  , perchè  in  quedi  cali. 
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poffono  efler  veriflìme  1 tali  equazioni  , come  il  vedrà 
altrove  . 

77.  S’incontrano  pure  alle  volte  altre  equazioni  , le_, 
quali  dall’ una,  e dall’altra  parte  del  fegno  d’egualità  con- 
tengono le  fieffe  quantità  , e che  per  confeguenza  ridotte 
Vengono  alla  fine  a concludere  0 = 0.  Quelle  tali  equa- 
zioni , che  fi  chiamano  identiche , ci  fanno  fapere  più  di 
quello  , che  nella  propofizione  da  noi  fi  ricercava  , men- 
tre che  fparendo  da  effe  affatto  l’incognita,  e portandoci 
a concludono  vera  ( perchè  è Tempre  vero,  che  il  zero  è 
eguale  al  zero  ) ci  fanno  conolcere  , che  il  valore  dell’in- 
cognita è quello , che  fi  vuole  , e che  però  la  propofizio- 
ne non  è un  problema,  ma  un  teorema.  Eccone  un’efem- 
pio  . Nel  dato  rettangolo  AC  DE  ( Fig.  12.  ) condotta  la 
parallela  BF  ad  A E dal  dato  punto  B , fi  dimanda  in  effa 
un  punto  tale  H,  che  tirate  agli  oppoffi  angoli  le  rette 
HA , HC,  H D , HE  , fia  la  fomma  de’  quadrati  di  HA , 
HD  eguale  alla  fomma  de’ quadrati  di  HE,  HC . Sia_, 
AB— a,  BC~b , CD  — e,  e fuppoffo,  che  H fia  il  punto 
cercato,  farà  BH  — x , e però  HF—e  — x.  Il  quadrato 
adunque  di  HA  farà  ~aa  +-  xx,  di  HC  farà  ~bb  +-  xx  , 
di  HD  farà  — bb+-ee  — zex  +- xx , di  HE  farà  zzaa  -*-  ee  — - 
2ex  -t-  xx  ,e  però  l’equazione  aa  +-  xx+-  bb +•  ee — 2 ex  +- 
xx  — bb-h  xx  4-  aa  ee  — zex  -t-  xx , cioè  0 = 0,  vale  su, 
dire  , che  dovunque  fi  prenda  nella  retta  BF  il  punto  H, 
fi  verificherà  Tempre  la  ricercata  proprietà  . 

78.  Le  equazioni  , che  ridotte  contengono  la  inco- 

M 2 gnìta 
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gnita  ad  una  fola  dimenfione , diconfi  equazioni  {empiici  , 
e del  primo  grado  ; quelle  , che  la  contengono  elevata 
al  quadrato  , fieno  effe  quadratiche  femplici  o affette  , fi. 
dicono  del  fecondo  grado  ; quelle  , che  la  contengono 
elevata  al  cubo , comunque  fiali  degli  altri  termini,  fi  di- 
cono del  terzo  grado  , e cosi  dei  quarto,  del  quieto  ec. 
h altre  in  proporzione  ..  Quindi  i problemi,  che  da  equa- 
zioni femplici  , o die!  fecondo  grado  vengono  efpreffi  , fi 
dicono  problemi  piani , perchè  fi  cofiruifcono  colila  fola 
geometrìa  comune  dell’  Euclide , cioè  circino  & reputa  ; 
gli  altri  tutti  fi  dicono  fialidi  , perchè  per  la  collruzionc 
loro  , fi  richiede  la  defcrizione:  di  certe  curve,  che  luoghi 
folidi  pure  fi  chiamano  . Della  rifoluzione  , e coftruzione 
de’  problemi  folidi  nulla  qui  dirò  , riferbandomi  a trattar- 
ne efpreffamente  nel  Capo  IV. 

79.  Vi  fono  molte  equazioni , che  fembrano  a prima 
villa  di  quel  grado  , che  dall’efponente  maffimo  dell’ in- 
cognita viene  indicato,  ma  che  però  debitamente  trattan- 
dole , s’ abballano  a grado  inferiore  . Di  quella  genere 
fono  tutte  quelle  , le  quali  oltre  il  primo  termine , cioè 
quello  della  maffima  poteilà  dell’incognita,  ed  il  termine 
allatto  cognito,  un’altro  folo  ne  contengono  , in  cui  la 
incognita  abbia  la  potefhì,  che  fia  la  radice  quadrata  della 
potefià  del  primo  termine;  come  farebbe  x1* — zaaxx—b*, 
la  quale  maneggiata  colla  regola  delle  quadratiche  affette 

fi  riduce  ad  effere  xx  — aaiz  b*  , e però  x zz 

i.  Y-aatz  Va*  b*  . Ifieffamente  x6+-aixì — bezzo, 

che 
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che  ridotta  nello  fielTo  modo  fi  trova  edere  x 3 — 

^ a\+z\y  a6 ^b6 , e però  x — a * ±-  K a a 4-  4 £ 6 , 

a a 

ed  infinite  altre  di  fimil  natura  . Sono  pure  dello  ideilo 
genere  quelle  , che  per  mezzo  dell’ .effrazione  delle  radici 
pofiono  abballarli  a grado  inferiore;  cosi  x+  — 2 ax*  -4- 
aaxx  — 2 bbxx  4-  2 abbx  4~  aabb  +-  b* , efiendo  il  primo 
membro  dell’equazione  un  quadrato  , la  di  cui  radice  è 
xx  — ax  — bb , farà  l’equazione  abbafiata  xx  ~ax  ~bb  zz 

■jr.bv'aa  4 -bb.  Cosi  nell’equazione  3 +-  3 axx  -h  3 aaxzzb 3 
fe  fi  aggiunga  - 0 3 all’uno,  ed  all’altro  membro,  farà 
jv 3 4-  30WA;  4-  300W  4-  a 3 — <3 3 4-r  b 3 , ma  il  primo  membro  è 
un  cubo  , la  di  cui  radice  è x 4-  a , adunque  l’equazione-» 

abballata  farà  x 4-  a 3 4 -b\  Ma  non  è fempre  così 
facile  il  riconofcere  , quale  quantità  debba  aggiungerli  , o 
fottrarfi  dal  primo  membro  dell’  equazione  , acciocché 
egli  divenga  una  potefià  perfetta , nè  fi  può  alTegnarne_» 
metodo  alcuno  , onde  in  quefii  cafi  potrà  folo  aver  ufo  la 
pratica  , e l’induftria  dell’  Analifia  . 

80.  Ma  fe  il  propofio  problema  foiTe  di  tale  natura  , 
che  o difficilmente  , o in  neffun  modo  una  fola  incognita 
affimta  ballaffe  per  avere  tutte  quelle  denominazioni,  che 
all’invenzione  della  equazione  fono  neceffiarie  , in  quello 
cafo  fi  prende  una  , due  , tre  , e quante  abbifognano  in- 
cognite di  più  , mentre  che  eflfendo  il  problema  determi- 
nato di  natura  fu  a , ci  fomminitlrerà  fempre  materia  di 

al- 
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altrettante  equazioni , quante  fono  le  incognite  aflunte  ; 
col  mezzo  di  ciafcuna  di  quelle  equazioni  fi  elimina  una 
delle  incognite  , cioè  fe  ne  trova  il  valore  dato  per  le  ri- 
manenti, e per  le  cognite,  fino  a che  fi  giunga  finalmen. 
te  all’ultima  equazione  , la  quale  conterrà  un’  incognita-, 
fola  , Cogli  efempj  s’intenderà  meglio  il  modo  di  quefte_» 
operazioni  . 

Sieno  in  primo  luogo  due  equazioni  femplici  , cioè 
del  primo  grado,  per  elèmpio , a x — b y-y,  e 2x  -+y  — qb, 
e fi  voglia  eliminare  la  y ritenendo  la  x ; per  mezzo  di 
quella,  che  fi  vuole,  delle  due  equazioni, per  efempio  del- 
la prima  , 11  trovi  il  valore  della  y colla  debita  trafpofi- 
zione  de’  termini,  e far ky  — a^x  — b;  quello  valore  fi  fo- 
flituifca  nella  feconda  in  luogo  della  y , e fi  avrà  la  nuova 
equazione  2x  + # + x — b-ib,  cioè  x — 4 b~a3  e foilitui- 

i 

to  quello  valore  in  una  delle  due  equazioni  propofle  ìjt . 

luogo  della  x , fi  avrà  il  valore  della  y ~ 2a+~b . Ciò  po- 

ì 

tevafi  anche  ottenere  col  ricavare  da  ambe  le  equazioni  i 
due  yalori  della  y , ed  afiìeme  paragonali , imperciocché 
dalla  prima  equazione  fi  ricava^  = a+-  x — b , dalla  fecon- 
da y rz  3& ~ 2x , e però  farà  a+  x^b~  $b  ~2x } cioè  x — 
4 b~  a,  come  prima  . 

3 

81.  Nello  flelfo  modo  fi  opererà  quando  le  equa- 
zioni contengano  la  incognita,  che  fi  vuol’ eliminare,  ele- 
vata alla  feconda  dimenfione  , mentre  per  mezzo  di  una-. 

delle 
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delle  due  date  equazioni  , o con  la  fola  trafpofizione  de* 
termini , o colle  regole  delle  quadratiche  femplici , o af- 
fette, fe  ne  potrà  Tempre  avere  il  valore  da  foflituirfì  nell* 
altra  equazione  . Sieno  le  due  equazioni  xx  + fax  — ^yy,  e 
2xy  — $xx—4 aa,  e fi.  voglia  eliminare  hy  , la  feconda-» 
dar ky—  4 aa  a-  ^xx,  e però yy  — 1 <Sa*  -4-  24 aaxx  -t-  p*4  s 

z x 4»» 

e foftituito  quello  valore  nella  prima, farà  ella  xx+-  ^ax  — 
48# 4 + 'jzaaxx  4-  27^ 4 , cioè  2 3 a?4—  ioaxi  +-  yzaaxx  ■+> 

4.  X OC 

48 a4  = o . Che  fe  fi  voglia  eliminare  la  x , ritrovato  il  di 
lei  valore  per  quella, che  fi  vuole, delle  due  equazioni,  per 

efempio  per  la  feconda,  cioè  x zzyìLVyy—  naa , e fofii- 

__  . — 

tuito  nella  prima,  farà  effa  2 yy—  1 2 aa ± 2 y 1 /yy  — 1 2 aa 

9 

$ay  ±.  $a  Vyy  — i%aa  — i,yy  y e liberando  dai  radicali  , ed 

j 

ordinando  l'equazione  , farà  dopo  un  lungo  calcolo 
Óuy*  — 8io#j/3  -t-  6at8aayy+-  $6oa  *y  4-  2844a4=o,  e divi- 
dendo per  p farà  finalmente  <5pj/4  — goay*  4-  yzaayy-^ 
ùpa  *y  4-  3i^4=o  . 

82.  Generalmente  per  le  equazioni,  nelle  quali  l’in- 
cognita, che  fi  vuole  eliminare,  fia  a qualunque  grado 
elevata  in  ambe  le  equazioni;  fi  trovi  per  mezzo  di  ciaf- 
cuna  di  effe  il  valore  della  maffima  poteffà  della  fìeffa  in- 
cognita , cioè  polla  effa  maflima  potefià  fola  da  una  parte_» 

de! 


96  ISTITUZIONI 

del  legno  d’egualità,  fi  pongano  dall’altra  parte  tutti  gli 
altri  termini  , e quelli  due  valori  tra  loro  paragonati  ci 
daranno  un’equazione  di  grado  inferiore;  fi  ripeta  la  ilef- 
fa  operazione  fino  a tanto , che  fi  abbia  un’equazione  af- 
fatto femplice  rifpetto  ad  efia  incognita  , ed  in  confeguen- 
za  il  fuo  valore  elprelfio  per  l’altra  incognita,  e per  le  co- 
gnite , il  qual  valore  fi  fofiituifca  in  una  delle  date  equa- 
zioni in  luogo  dell’incognita,  e fue  potefià,  e fi  avrà  un' 
equazione  efprefla  con  l’altra  fola  incognita  , e con  le_,' 
cognite  . 

Sieno  le  due  equazioni^ 3 -t-  aay— bxx , e y 3 — bxx—aax , 
e fi  voglia  eliminare  la  y ; farà  dunque  per  la  prima,-. 
y'°-zibxx  — aay , per  la  feconda  y3  — aax+-bxx  , e però 
bxx—  aay  — aax  + bxx , cioè  — x —y , e fatte  le  debite  foflitu- 
zioni  in  quella,  che  fi  vuole  , delle  due  equazioni,  fi  avrà 
~ x 1 — aax  — bxx  « Sieno  le  due  equazioni  del  numero  an- 
tecedente xx  +■  jax  — 3 yy , ixy  — 3 xx  — 4 aa^  e fi  voglia 
eliminare  la  x . Sarà  adunque,  per  la  prima,  xx-^yy  — jaxs 
per  la  feconda,  xx  ~ zxy  ~ 4 aa  , e però  farà  l’equazione 

3 

gyy — yax~2xy — 4 aa  , da  cui  averaili  xzzyyy  4-  4 aa  , e 

3 iy  4.  ■!.£* 

quello  valore  foflituito  in  una  delle  due  propolle  equazioni, 
per  efempio  nella  prima  , farà 
81  y++.yiaayy  + .1 6 a*  4-45437  +•  20 a 3 —3 yy  ; 

4yy+-6oay  4- z i J a.  a zy  -Ir  l ) a 

e finalmente  riducendo  al  comune  denominatore  , farà 

6 py + — 9oay 3 +~  7 i&oyy  +*  4 3 y +•  3 1 4 — o , come  fopra . 

Ma 
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-Ma  fe  le  due  equazioni  non  avellerò  il  maffirao  termine 
dell'incognita,  che  fi  vuole  eliminare,  alia  fiefia  potefià  9 
fi  moltiplichi  l’equazione  di  grado  inferiore  per  tale  potè- 
Uà  di  ella  incognita,  onde  fia  dello  fiefiò  grado  dell’altra, 
indi  fi  proceda  nel  detto  modo.  Cosi  fe  Ciay3  — xyy+-  3 aax, 
cdj yy—xx  — xy  — 3 aa,  e debbafi  togliere  la  yj  fi  moltipli- 
chi la  feconda  equazione  iny , onde  fia y * — xxy  —xyy—  3 aay, 
e però  xyy  +-  3 aax  — xxy—xyy—  3 aay  . Da  quella  fi  cavi 
il  valore  di  yy , cioè  yy  ~ xxy  — %aay  — ^aax  , il  quale  pa- 

*■  3.  X 

ragonato  col  valore  di  yy  dato  dalla  feconda  equazione 
propofia  yy  — xx~*xyr~  3 aa,  darà  xxy  — 3 aay  — 3 aax  zz 

% & 

xx  — xy^  3 aa  , cioè  $xxy  — $aay-h  3 aax  — 2x%  , e però 
y—  ix \ — 2, aax,  e fofiituito  quello  valore  in  una  deile_<» 

3 x x — 1 aa 

due  propofie  equazioni  , come  nella  feconda  , farà 
4# 6 _ 12 aax*  xx~  xx  — yaaxx  — $aa  ; cioè 

ramw.1  m I un— ITI  1 -i'  LR.H1MCT  • ■ C ■ ■*  J ■ WS  " 1 J 3 

px+—  i Saaxx  +■  pa  * ^xx-^^aa 

riducendo  allo  fteffo  denominatore, 
x 5 +- 1 Saax 4 — 45<s* xx  +■  zja 6 — o . 

Ne’  cafi  particolari  pofibno  effervi  de’  ripieghi , e 
delle  più  lpedite  maniere  per  ottenere  l’intento,  ma  non 
cadono  fotto  regola  alcuna.  Si  potrà  vederne  un’efempitì 
nelle  due  equazioni  x 4-  y 4-  yy  — 20& , ed  xx-*-yy  + = 

X XX 

140 hi.  Volendo  eliminare  la  x;  fi  trafporti  il  termine  y 

N della 
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della  prlttìa  dall’altra  parte  , ónde  fia  x x yy  — 20 b~-y , e 

X 

quadrando  ambi  i membri,  xx+-  zyy+  400 bb--  40 by+yy, 

XX 

cioè  xx  4-yy  -hy*z=  400^  — 40^  ; ma  il  primo  membro 

'X  X 

di  quella  equazione  è lo  Hello  del  primo  membro  della.^ 
feconda  equazione  propofia,  farà  adunque  qoobb—^obyzz 
iqobb,  cioè  y~  i xb  . 

Z 

83.  Con  calcolo  bensì  più  laboriofo  , e lungo  , ma_. 
nello  {beffo  modo  , fe  tre  , quattro  ec.  fonò  le  equazioni  , 
ed  altrettante  le  incognite  , fi  riducono  ad  Una  fola  , im- 
perciocché per  mezzo  di  un’  equazione  fi  elimina  un’  in- 
cognita , il  di  cui  valore  dato  per  l’altre , e per  le  cognite 
fi  fofiituifce  in  ciafcuna  delle  equazioni  rimanenti  ; indi 
per  mezzo  di  -un'altra  equazione  fi  elimina  un’  altra  inco- 
gnita , ed  il  di  lei  valore  fi  fofiituifce  in  quelle  , che  ri- 
mangono , e così  di  mano  in  mano  fino  al  fine  . Sieno  le 
tre  equazioni  x 4-  y— c 4-  z ; z+xzza  + y,  z + y~b  +.  x, 
e fi  voglia  un’  equazione  fola  data  per  z . Dalla  prima_. 
equazione  fi  cavi  il  valore  della  jv  , cioè  yzzc4-  z — x , fi 
fofiituifca  quello  valore  nell’  altre  due  , e fono  Z4-  x — 
a +.  c +■  z — x,  cioè  2x~a-hc  in  luogo  della  feconda  , e_# 
z 4-  C+-  z~  x — b+  x , cioè  2z  — b — c+-  2x  in  luogo  della 
terza  ; in  quell’  ultima  fi  fofiituifca  in  luogo  della  x il  va- 
lore, che  fi  cava  dalla  feconda  trasformata,  cioè  x — a 4-c, 
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e fi  avrà  finalmente  2z  — b — c^a-^c,  cioè  z — a + b . 

1 

In  quell’  altra  maniera  pure  fi  può  operare  . Pa  ciafcuna 
delle  tre  equazioni  date  fi  cavi  il  valore  , per  efempio 
della  y , vale  a dire  y-c+z  — x}y  — z + x -r  a,y  — b+-  x—  z; 
pai  paragone  di  due  a due  di  quelli  valori , a piacere  , fi 
formino  due  equazioni , che  non  averanno  la  y ; da  una^ 
di  quelle  equazioni  fi  cavi  il  valore  dell’altra  incognita  x? 
che  fi  fofiituifca  nell’altra  equazione,  vale  a dire  fi  faccia- 
no le  due  equazioni  c+-  z~  x — z±  x — a , e c+-z  — x— 
b*-  x—  z ; dalla  prima  , fe  cosi  piace  , fi  cavi  il  valor  e_» 
della  x , cioè  x~a+c,  che  fi  fofiituifca  nella  feconda-,, 

Z 

e viene  l’equazione  c-tr  z — ■ a-^j  — b -t-  ajr_c  — z , cioè 

Z Z 

z =:  a ■’rb,  come  fopra  , data  per  la  fola  incognita  z . Nel- 

Z 

lo  Hello  modo  fi  operi  quando  le  equazioni  fono  più  com- 
polle , ed  in  maggior  numero  . Nella  foluzione  de’  pro- 
blemi fi  vedrà  l’ufo  delle  regole  infegnate  . 

84.  Qualunque  volta  le  condizioni , 0 fia  i dati  del 
problema  non  ci  fomminiilrino  tante  equazioni , quante 
fono  le  incognite  allume  , onde  due  per  neceffità  riman- 
gano , il  problema  farà  fempre  indeterminato  , nè  potralfi 
mai  trovare  il  valore  di  una  delle  incognite  , fe  non  fup- 
pollo  , e determinato  il  valore  dell’  altra  , nel  qual  cafo 
ogni  problema  indeterminato  fi  fa  determinato  . Per  for- 
mare , quantunque  anticipatamente  , qualche,  idea  di  que- 

N 2 fii 
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Ili  problemi  indeterminati,  cerco  due  numeri  , la  fomma 
de*  quali  ila  eguale  a 30  . Chiamo  il  primo  numero  x , 
fe  chiamerò  il  fecondo  = 30  — x,  per  la  condizione  del 
problema  , non  avrò  poi  il  modo  di  arrivare  all’  equazio- 
ne ; adunque  chiamo  il  fecondo  jy  , farà  per  la  condizione 
del  problema  x +-  y~  30.  E poiché  non  è poflìbile  il  ritro- 
vare materia  d’altra  equazione  , con  cui  eliminare  una_. 
delle  due  incognite  , il  problema  è di  natura  fua  indeter- 
minato , ma  fe  affegnerò  un  valore  determinato  ad  una_. 
delle  incognite  , e fùpporrò , per  efempio  y — 8 , farà 
x — ^o—  y—ii.  Ma  perchè  11  poflòno  aflegnare  fucceffi- 
vamente  infiniti  valori  alla  y , cosi  infiniti  fono  i valori 
della  x , ed  in  confeguenza  d’infinite  foluzioni  è capace  il 
problema  . Ne  prendo  un’  altro  efempio  dalla  Geometria. 
Si  debba  ritrovare  un  rettangolo  eguale  ad  un  dato  qua- 
drato ; fi  chiami  y la  bafe  del  rettangolo  , l’altezza  x , ed' 
aa  il  dato  quadrato  ; adunque  farà  l’equazione  aa  ~ xy , e 
non  avendo  materia  d’altra  equazione  , rimane  il  proble- 
ma indeterminato  , come  di  fatto  infiniti  fono  i rettangoli 
al  dato  quadrato  eguali , potendofi  in  infiniti  modi  variare 
la  bafe  , e relativamente  l’altezza  di  quelli . Ma  fe  fi  ag- 
giungerà la  condizione  , che  la  bafe  del  rettangolo  debba 
edere,  per  efempio,  eguale  ad  x , far ky  ~x,e  l’equazione 

z z 

xx  — aa  , e cosi  potendofi  in  infiniti  modi  variare  una_, 

2,  “ 

delle  due  incognite  , in  infiniti  fi  varierà  l’altra  , ed  infi- 
nite faranno  le  foluzioni  del  problema  . 


8-5. 
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85.  All’  oppoflo  : Se  le  condizioni  del  problema,  che 
devo n il  adempire,  daranno  più  equazioni  , che  incognite,, 
ii  problema  farà  più  che  determinato,  e per  lo  più  impof- 
fibile  ; e fe  avrà  ad  efTer  poffibile  , converrà  , che  i valori, 
delle  date  fi  rifiringano  a certa  legge  , la  quale  talvolta-, 
ci  può  far  vedere  innumerabili  cafi , ne’  quali  è pofHbiIe_» 
il  problema  . Nel  fopra  notato  efempio  di  ritrovare  due_, 
numeri , la  fomma  de’  quali  ila  eguale  a 30  , che  quando 
nulla  di  più  ii  eilgga,  è problema  indeterminato;  fe  fi  ag- 
giunga la  condizione  , che  in  oltre  la  differenza  de’  qua- 
drati di  effi  numeri  ila  data  , per  efempio  , eguale  a 60  , 
il  problema  è determinato,  avendo  noi  in  quello  cafo  due 
equazioni , cioè  x +■  y = 30  , e xx—yy  ~ 60  , e cavando 
dalla  prima  il  valore  della  y , e foilituendone  il  quadrato 
nella;  feconda  , farà  x — 96 o,  cioè  x — 16,  ed  in  confe- 

60 

guenza yzz  14.  Ma  fe  di  più  fi  aggiungere  la  terza  con- 
dizione , che  la  fomma  de’  quadrati  di  effi  numeri  iia_. 
eguale  ad  un  dato  numero  , il  problema  è più  che  deter- 
minato, e però  poffibile  nel  folo  cafo  , in  cui  il  numero 
dato  , a cui  fi  vuole  eguale  la  fomma  de’  quadrati , fia  ap- 
punto la  fomma  di  elfi  quadrati  , cioè  il  452  . Cosi  nell’ 
altro  efempio  del  rettangolo  eguale  al  dato  quadrato  ; fe 
fi  vorrà  , che  il  rettangolo  fia  fopra  una  data  bafe  , il  pro- 
blema farà  determinato  , ma  più  che  determinato  fe  fi 
pretenda  in  oltre  , che  i lati  abbiano  una  data  ragione  tra 
loto  , e poffibile  nel  folo  cafo , che  quefia  ragione  fia  ap- 


puri- 
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punto  quella  , che  nafce  dall’  altre  condizioni  della  bafe-» 
data  , e dell’eguaglianza  al  dato  quadrato  . 

85.  Rifolute  le  equazioni,  c ritrovati  i valori  dell’  in- 
cognita ne’  problemi  geometrici , rimane  che  fi  coftrui- 
fcano  quelli  valori , cioè  dalle  date  linee  dei  problema  fi 
trovi  quella  , che  appunto  fia  la  incognita  quantità  , che 
fi  cercava  . Sia  in  primo  luogo  il  valore  dell’  incognita-, 
una  frazione  incomplefia  razionale  , come  farebbe  xzzafr, 

c 

fe  fi  farà  l’analogia  cy  b : : ay  al  quarto, farà  elio  ab,  adun- 

e 

que  fulla  indefinita  AC  ( Fìg , 13.)  prefa  AB  ~ c , ed  alza-1 
ta  in  qualunque  angolo  BD^zb,  e condotta  per  i punti 
A,  D la  indefinita  A E,  fe  fi  farà  A C~a , e fi  condurrà 
CE  parallela  a BD,  farà  CEzzabzzx,  O pure  condotte 

C 

in  qualunque  angolo  E A C le  indefinite  AE,  A C , fe  fi 
prenda  AB~  c9  A Dzzb,  A C~  a , e condotta  dal  punto 
B al  punto  D la  retta  BD,  dal  punto  C fi  tiri  CE  parallela 
a BDS  farà  AEzzab.  Con  quelli  adunque  , o altri  teore- 

c 

mi  di  geometria  fi  trovi  la  quarta  proporzionale  delle  tre 
quantità  date,  o la  terza,  fe  tono  due,  ed  ave.raffi  in  linea 
il  valore  dell’incognita.  Se  fia  x — ake , fi  infiituifea  una-. 

m n 

prima  analogia  , prendendo  una  qualunque  lettera  del  de- 
nominatore, e due  del  numeratore, per  efempio  m9b  : • a, 
al  quarto  , che  è ab,  fi  ritrovi  la  linea  , che  fia  = ab,  e fi 

m ' ■ m 

chia- 
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chiami/,  adunque  farà  x—fc  ; fi  inrtituifca  la  feconda^. 

n 

analogia  n , f : : c , al  quarto  , e farà  elfo  / c , cioè  abc  . 

n mn 

\ Adunque  prefa  ( Fig.  13.)  JB  — m,AC—a,  B D~b , 
farà  CE  — ab— f;  indi  prodotta  indefinitamente  CE  , fi 

m 

prenda  CH~n,  CK  = t,e  condotta  HE,  fi  tiri  dal  pun- 
to K là  retta  K1  parallela  ad  HE,  farà  CH,  CE  ; : CK , 
CI , cioè  n , ab  : \ c,  abc  — CI—  x. 

m m n 

Se  le  dimenfioni  del  numeratore  , e denominatore_, 
faranno  maggiori  , in  maggior  numero  crederanno  le_. 
analogie  da  inrtituirfi  , ma  fempre  con  lo  dello  ordine. 

87.  Quindi  fe  il  valore  dell’incognita  farà  comporto 
di  p'ù  frazioni  incomplelfe , o di  interi , e frazioni , ri» 
trovate  le  linee  , che  a ciafcun  termine  fono  eguali , e-, 
fortunate  effe  , o fottratte  , fecondo  i fegni , daranno  la_. 
linea  efpreffa  dal  valore  dell’  incognita  . 

88.  Da  querta  regola  fi  ricava  il  modo  di  trasformare 
un  piano  in  un’altro  di  un  dato  lato  , un  folido  in  un’al- 
tro di  uno  , © dì  due  lati  dati  ec.  cioè  un  qualunque  ter- 
mine di  due,  tre  ec.  dimenfioni  in  un’  altro,  il  quale  con- 
tenga una  data  lettera  , fe  è di  due  dimenfioni;  una  o due 
date  , fe  è di  tre  dimenfioni; ne  contenga  una,  due,o  tre 
date  , fe  è di  quattro  ec.  ; imperciocché  fia  il  termine  bb, 
che  fi  voglia  trasformare  in  un’altro,  che  contenga  la  let- 


tera 
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tera  a , per  effe  lettera  a fi  divida  il  termine  bb  , farà  bb  ; 

a 

coli  la  data  regola  fi  trovi  nella  (Fig.  13.)  una  linea  egua- 
le a bb,  e fi  chiami  m;  adunque  farà  bb~m,  e però  bb~am. 


Sia  ffc  da  trasformarli  in  modo,  che  contenga  ab;  fi  trovi 
la  linea  eguale  adj^,  che  richiami  »,  adunque  farà  ffc  — n% 

a b a b ■. 

e però  ffc  zz  abn  ; fe  lì  avelTe  voluto  , che  contenefle  folai 
mente  la  lettera  a,  fi  avrebbe  fatto /c-  — »,  e però  ffczzafn . 

a 

La  cora  è chiara  , nè  occorre  darne  altri  efempj  . 

85?.  Ciò  pollo;  Ila  in  fecondo  luogo  il  valore  dell'in- 
cognita una  frazione  , o più  frazioni  compiette  , cioè  fìa_. 
il  denominatore  di  più  termini,  come  x~  a 3 , fi  tras- 

bb  +■  CC  , 

formi  il  termine  , per  efempio , cc  in  un’  altro  , che  con- 
tenga la  lettera  b , e fia  bm  ; adunque  avrai!!  a 3 , 

hi  +-  bm 

quindi  fi  rifolva  in  due  analogie  , cioè  b , a : : a , al 
quarto  a a ; b+-*m , a a ::  a , al  quarto  a 3 , e fatte  al 

b b bb  ■+-  bm 

folito  le  cofiruzionì  per  mezzo  de’  triangoli  fimiii , fi  avrà 
la  linea  , che  è il  valore  dell’incognita  . S’avrebbe  potuto 
egualmente  lafciare  il  termine  cc  nel  denominatore  , c 
trasformare  bb  in  un’altro  , che  avelie  contenuta  la  lette- 
ra c,  per  efempio  cn;  e farebbe  fiata  la  frazione  a 3 

c c-i-  c il 


che 
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che  fi  rifolve nelle  due  analogie  c,  a-.-.a,  aa,  e c+n, 

C 

aa  \ : a,  a3  . Sia  x~b3  c ; fi  trasformi  nel  denominatore 
c cc+-cn  a3-t-b3 

il  termine  è3  in  aan , e farà  b3  c , che  fi  rifolve  in  tre 

a 3 + aan 

analogie  a,  b : : b,  bb;  a , b : : bb  , b3  ; a+-  n 9 c : : b 3 , 


<3!  £ 


é3c  . Se  il  denominatore  foffe  di  tre  termini,  fe  ne 


aan  +■  a 3 

dovrebbero  trasformare  due  ; fe  di  quattro , fe  ne  trasfor- 
merebbero tre  ec. , cosi  fe  foffe  flato  x tz,  b 3 c , fi 

a3  -+•  b 3 — bec 

avrebbe  fatto  ù 3 z;  aan , e bcc  ~ anp  , e però  farebbe^ 
x~  b3 c , che  ifleffamente  fi  rifolverà  in  tre  ana- 
<3 3 +aan~~aap 

logie  ; cioè  a,  b ::  b,  bb;  a,  b ::  bb  , b3  ; a+-  n—p  , 

a a aa 

€ ; : b 3 , b 3 c 

aa  a 3 4-  aan — aap 

Non  può  fare  difficoltà  alcuna,  che  il  numeratore 
della  frazione  fia  compleffo,  cioè  di  più  termini  , poiché 
la  frazione  equivale  ad  altrettante,  quanti  fono  i termini 
del  numeratore,  di  modo  che  aa±bb  è lo  fleffo,  che 

a3  ~~c3 

aa  ± bb  ,eperòrifolvendonel  modofpiegatociafcu- 


a 


. c 3 a3  — c3 


na 


O 
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na  di  quelle,  la  fomma  , o differenza  ( fecondo  i legni  ) 
delle  linee  da  effe  efpreffe  ci  darà  la  linea,  che  è il  valore 
dell’incognita. 

90.  Ma  fenza  moltiplicare  le  operazioni  col  ridurre 
la  frazione  di  numeratore  compleffò  a più  frazioni,  bade- 
rà ufare  opportunamente  della  trasformazione  de’  termini 
nel  numeratore,  e nel  denominatore  in  quella  guifa  , che 
fi  è veduto  doverfi  fare  fin’ ora  nel  denominatore;  e però 
fìa  x — aa+-  bc , fi  trasformi  il  termine  bc  nel  termine  am, 

a 4-  b 

e farà  la  frazione  aa+*  am  , quindi  a-hb  , a+-m  : : a , 

a +•  b 

aa+-  am.  Sia  aacc—  abcf,  fi  faccia  bf  — am , e la  frazione 

a +-  b a cf  4-  bjf 

farà  aacc  — aacm  , cioè  acc  — acm,  e però  /,  a : : c , ac  , 

acf^-amf  cf-hmf  f 

e c+m , c—.mw  ac , acc  — acm . 

T fc+-mf 

Se  però  il  numeratore , e denominatore  della  frazio- 
ne fono  tali,  che  fenza  trasformare  termine  alcuno  fi  pof- 
fano  rifolvere  ne’  fuoi  componenti  lineari , non  fi  dovrà 
far  ufo  della  trasformazione,  che  in  quelli  cali  moltipli- 
cherebbe le  operazioni  inutilmente  . Tali  farebbero  le 
frazioni  aab  , aì  — ahb , e limili  j la  prima  delle  quali 

aa  — c c a c c c 

fenz’  altro  fi  rifolve  nelle  due  analogie  a +-  c,  a : : a , aa  , 

a -f_  e 

ed  a — c,  b : : aa  , aab  ; la  feconda  nelle  due  c,  a a+b, 

aa 


a a—  cc 
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aa+~ab  , ed  a 4-  c » a ~ b ::  aaj-ab,  a'  — abb.  Anzi  mol- 

c c a c 4-  c c 

te  volte, fenza  trasformare  i termini,  tornerà  affai  più  co- 
modo fervirfi  dell’  effrazione  delle  radici  per  rifolvere  nel- 
le analogie  la  frazione  ; cosi  la  frazione  aa+-bc  fi  rilolve 

a 

nella  analogia  a,  V aa+~bc\\  V aa+-  bc , aa  +-  he  ; la  frazio- 
ni   

ne  a 3 +-  abb  fi  rifolve  nelle  due  analogie  V aa  +-  cc  , ■ 

a a +•  cc 

V aa  + bb  aa  + bb  , aa+bb,  e V aa  a- cc,  a aa +- bb  , 

y^aa^cc  y'aa-^-cc 

a>  +-  abb  . Talora  però  è neceffario  trasformare  ancora^. 

aa  +•  c c 

qualche  termine,  come  nella  frazione  ai  +-  bbc  , la  quale 

aa  — c c 

non  potrà  rifolverfi  nè  meno  coi  radicali , fe  non  trasfor- 
mando uno  dei  termini  del  numeratore,  per  efempio , bbc 
in  acm , onde  fia  a 3 4-  acrn , e però  a + c , aV.V  aa  + cm  9 

aa—  cc 

aV  aa  + cm , ed  a — c,  V aa  +-  cm  V.  av  aa  4-  cm9  a1  +■  acm  . 

<n+-  c a+-  c aa~  cc 

Si  dica  lo  freffo  di  frazioni  più  com polle. 

Tra  le  diverfe  affegnate  maniere,  quale  poi  debba,, 
eleggerli  ne’  cafi  particolari , non  fi  può  definire  ; fi  do- 
vrà forfè  provarne  più  d’una,  ed.  appigliarli  a quella,  che 
ei  fornifea  una  più  femplice  coffruzione  del  propolto 
problema . ' 

511,  Per  ciò  che  riguarda  poi  il  ritrovare  quelle  linee, 

O 2 che 
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che  vengono  efpreffe  dai  radicali;  fia  in  terzo  luogo  il  va- 
lore dell’incognita  un  intiero  radicale  quadratico  , per 
efempio  xzzVab,  cioè  medio  proporzionale  fra  la  a , e 
la  b ; prefa  ( Fig.  14.  ) AB  — a,  ed  in  diretto  BC  — b 3 e 
divifa  per  metà  in  H la  comporta  AC,  fi  deferiva  col 
raggio  HC  il  femicircolo  A DC,  e dal  punto  B fi  alzi  la 
perpendicolare  BD  terminata  alla  periferia,  farà  il  ret- 
tangolo di  AB  in  BC  eguale  al  quadrato  di  B D ; cioè 

ab~  B D , e però  V ab  —BD  — x . Sia  x — V 2 ad  3 prefa 

AB — la,  BC  — a,  farà  BD  — 1/  laa  ec. 

E fe  la  radicale  forte  di  quantità  com pierta  , come_, 

x — V^aa+z  ab,  o pure  x — Vzaa±_ab± 1 lac  ; fatta  AB  nel 
primo  cafo  eguale  a 4 a±.b,  cioè  alla  fomma  di  4^ , e di  b, 
fe  il  fegno  è pofitivo  , ed  alla  differenza  fe  è negativo  ; e 
nel  fecondo  cafo  fatta  AB  — z>a+^b±dic,  e prefa  BC—a, 
fi  deferiva  il  femicircolo  ADC  al  diametro  AC,  ed  alzata 
la  perpendicolare  BD,  farà  erta  perpendicolare  nel  pri- 
mo cafo  eguale  alla  1/  4 aa  ±_ab  — x , e nel  fecondo  = 
V 3 aa  ±,  ab  £ lac  — x . 

Generalmente  fieno  quanti  fi  vogliono  i termini  fot- 
to  il  vincolo  5 ed  in  qualunque  modo  combinati  coi  fegni, 
fi  coflruirà  fempre  il  valore  per  mezzo  del  femicircolo  , 
quando  ciafcun  termine  fia  moltiplicato  nella  rteffa  lettera, 
facendo  l’uno  de’  fegmenti  , per  efempio  , CB  eguale  a_. 
quella  lettera  , e l’altro  fegmento  B A eguale  alla  fomma  , 
o differenza  di  tutti  i termini  per  erta  lettera  divifi,  ed  al- 


za n- 
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zando  la  perpendicolare  BD  . E’  facile  il  vedere  , che  fe 
la  combinazione  de*  fegni  rendefle  quantità  negativa  il 
fegmento  BA,  farebbe  negativa  la  quantità  fotto  il  vinco- 
lo, e però  immaginario  il  valore  dell’incognita  ; tale  fa- 
rebbe x—\ x ab — ac,  fuppofta  c maggiore  di  b. 

92.  Che  fe  ciafcun  termine  non  farà  per  la  fleflfa  let- 
tera moltiplicato  , tali  fi  pofTono  effi  rendere  trasforman- 
do quelli,  che  non  lo  fono  ; e però  fe  fia  i/aaizb'b 9 

facciafi  bb  —gim , e farà  x~i Xaa+zam,  e prefa  AB  — a±.m , 
cioè  ~a±.bb  , e BC—a  , e defcritto  il  femicircolo  , farà 


BD  — Vaa±.bb  — x.  Ifteffamente,  data  x — \Xaa-*-bb- — cc, 
fi  faccia  bb—am,  e cc  — an,  e farà  x — k* aa  +- am  — an , e_» 

prefa  AB  — a-t-m  — n , ed?  C~  a,  faràf5D  =:  Vaa  4-  bb — cc—x. 

9 3-  Ma  comunque  fieno  i termini  , fenza  fare  muta- 
zione alcuna,  fi  coftruirànno  fempre  i radicali  quadratici 
o col  folo  triangolo  rettangolo  , o con  elfo , e col  circolo 

affieme . Sia  x =:  k aa  +-  bb , (i  prenda  ( Fig.  15.)  AB  — a, 

BC—b  perpendicolare  ad  AB,  farà  AC—ix  a 'a  ^bb  ~ x . 

Sia  x — 1/  2aa,  fatta  AB  — a , e BC—a,  farà  A C—ix  2aa~; 

fia  x — ix  3 aa,  fatte  come  prima  le  AB,  BC  eguali  a da  , 
ed  alzata  fulla  retta  A C la  normale  CD — a , farà  AD  — 

1/3 aa.  Sia  x — ix  $aa,  fatta  AB—ia,  BC—a,  farà  AC  — 

W$aa-.  Sia  x—\x  aa+-bb+-  cc  , fatta  AB  — a , BC—b,  e_> 
normale  ad  AB,  fulla  A C fi  alzi  la  perpendicolare  CD  — c, 

e 


/ 
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e farà  l’ ipotermia  AD—\/aa*-bb*-cc—x,  iftefTamente  fi 

proceda  le  la  quantità  folle  più  com  polla.  Siateci/  aa-^bc; 
quando  non  fi  trasformi  il  termine  bc  nel  modo  detto  di 
fopra,  prefa  (Fig.  16.)  AB— a,  BC—b,  BD  — c,  fui  dia- 
metro CD  fi  deferiva  il  femicircolo  CED,  la  ordinata 

BE  farà  — v'ho  , e tirando  la  ipotenufa  AE,  farà  ella 
eguale  alla  K aa  +-  bc  — x . Sia  x\  — v'  aa  +•  bc  ■+-  ee , fulla 
A E fi  tiri  la  normale  E M—  e,  e farà  AM—  \s  aa  +-  bc+-  ee 

— a;.  Sia  x — \y aa  +-  bc  +•  cc , prefa  #<?:=&  4- c ,B D — c , 

farà  B E — \s  bc  4-  cc , ed  A E — V aa  +-  bc  +-  cc . Se  più  faran- 
no i termini,  crefceranno  le  operazioni,  ma  non  le  diffi- 
/ 

coirà.  Sia  x — iXaa — bb  ; al  diametro  AB  — a ( Fig.  17.  ) 
fi  deferiva  il  femicircolo  ACB,  a cui  fi  inferiva  la  cordai 

AC—b,  farà,  per  l’angolo  retto  A CB , BC—  1 x aa — bb  . 
Sia  x—Vaa — bb  +■  hh , lì  produca  AC  in  Min  modo, 
che  fia  CM—h , e condotta# M, farà  e(Ta  — Yaa — bb-i-hh 

— x . Sia  x—Yaa — bb — hh , nel  femicircolo  ACB  fi  in- 
feriva la  corda  A C—Ybb  +-  hh  , farà  BC—Yaa — bb — hh . 

Sia  x — Yaa  — bc  ,0  pure  x — Yaa  — bc  — ce\  prefa  (Ftg.  i 8.) 
AB  — b nel  primo  cafo,  ed  — b+-e  nel  fecondo  , e AD 
in  diretto  — c,  AH— a,  fi  deferivano  coi  diametri  B D, 
AH  i due  femicircoli  BCD,  A EH,  la  ordinata  A C farà 

— l /bc  nel  primo  cafo,  ed  — Ybc+-  ce  nel  fecondo,  e però 

prefa 
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prefa  AE  — AC , e condotta  la  corda  EH,  farà  effa  — 
V aa . — bc  nel  primo  cafo , ed  —i/aa  — bc  — ce  nel  fecondo . 

Che  fe  folle  x~  V aa — bc—ee , fatta  AB  — b , AD  — c , 
e prela  in  oltre  CF—e  normale  ad  AC,  farà  AF~ 


Vbc  + ee } quindi  fatta  AI—  AF,  farà  IH—\/aa—~bc — ee . 
Sia  x—  y^a'-hb*,  cioè  x—  )/ v^a^-t-b*,  fi  trasformi 


il  fecondo  termine  b 4 in  aamm,  e farà  x — $*•  \Za* - aamm , 
c levando  dal  fecondo  radicale  il  quadrato  aa  , farà  x~z 


Y aV aa+-  mm  ; fi  faccia  ( Fig.  19.  ) AB  — a,  BC  normale 

eguale  ad  m , farà  AC—V  aa  +-  mm  . Prodotta  in  H 
•di modo,  che  Ila  AH— AB  — a,  fui  diametro  HCfi  deferi- 
va il  femicircolo  HD  C,  e condotta  dal  punto  A la  perpendi- 


colare  A Dal  diametro,  far  à elfa  A D — Y aV  aa-^mm—x  * 

I cafi  più  comporti  fi  ridurranno  fenza  fatica  alli  già 
fpiegati  . Nulla  aggiungo  intorno  alle  frazioni  comporte 
di  quantità  razionali  , e di  radicali  , poiché  niente  altro 
efiggono  , fe  non  la  combinazione  delle  date  regole  per 
quelle  , e per  quelle  . 

94.  Per  la  cortruzione  delle  equazioni  di  quadratica 
affetta 9 che  fono  le  più  alte,  che  da  me  fi  trattino  in  que- 
llo Capo,  ó fupporta  neceffaria  la  rifoluzione  loro,  ed  ò af- 
fegnate  le  regole  , affinchè  fi  abbiano  i valori  dell’incognita 
da  collruirfi  nelle  maniere  poco  fa  infegnate  . Non  è però 
neceffaria  quella  previa  rifoluzione,  e fenza  di  effa  fi  poffono 
cortruire  nel  feguente  modo . Tutte 
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Tutte  le  infinite  equazioni  di  quadratica  affetta  ven- 
gono efprefle  dalla  forinola  xx±:ax±:bbzzo,  cioè  dalle 
quattro  , che  nafcono  dalle  quattro  diverfe  combinazioni 
de’  legni, 

1.  xx  +-  ax  — bb  —O 

2.  xx — ax  — bb  —a 

3.  xx  +-  ax  4-  bb  — o 

4.  xx  — ax-i-bb—o 

intendendo  che  la  lettera  a efprima  tutte  le  quantità,  che 
formano  il  coefficiente  del  fecondo  termine,  e b la  radi- 
ce quadrata  del  compleffò  di  tutti  i termini  cogniti  . 
Adunque  per  coffruire  le  due,  prima,  e feconda:  fi  prenda 
(Fig.  20.)  C A— \ a,  AB  in  angolo  retto,  ed  eguale  a b, 
col  raggio  CA  fi  deferiva  il  circolo  AED  , e dal  punto 
B fi  tiri  la  retta  B D terminata  alla  periferìa  in  D , la_, 
quale  paffi  per  lo  centro  C ; farà  BEH  valore  pofitivo 
dell’incognita,  cioè  la  radice  vera,  o fia  pofìtiva dell’ equa- 
zione xx-h-ax  — bb^z  o,  e BD  farà  la  falfa  o negativa-,  ; 
ficcome  all’oppofto  farà  BD  la  vera,  e BE  \ a falfa  dell* 
equazione  xx- — ax — bb  — o.  Ed  in  fatti  rifolvendo  le 

due  equazioni , fono  effe  x — — ojt  j/aa-t-bb,  ed  x—a±, 

z 4 T 


j/aa+-bb,  e perla  coffruzione  effendo  C AzzCE  — CD  — 

4 

Oj  AB  — b , farà  CB  — j/ aa  +-  bb , e però  BE  - y/ aa  + bb  — a , 

x 4 4 i 

valore  pofitivo  della  incognita  nella  prima  equazione,  e_» 

BD 
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BD  prefa  negativa  — — a — p/ aa  *-bb  , valore  negativo , 


Così  farà  BD  prefa  pofitiva  — a +*  |/  aa  +.  bb , valore  poL 

* 4 

tivo  dell’incognita  nella  feconda  equazione,  e per  elTere_^ 
CB  maggiore  di  CE,  farà  EB  negativa 


a 

z 


aa  +-  bbj, 

4 


valore  negativo  . 

La  terza,  e quarta  forinola  fi  cofiruirà  così  . Prefa 
( Fig.  zi.  ) CA~z{a7  ed  A B in  angolo  retto  — b , come 
nelle  cofiruzioni  fuperiori,  e defcritto  col  raggio  C A il 
femicircolo  A D H , fi  conduca  B D parallela  ad  A C , le 
due  rette  BE,  BD  faranno  i due  valori,  cioè  le  due  radici 
negative  dell’equazione  xx  -nax  +-  bb~e,  eleduepofìtive 
dell’equazione  xx — ax*-bh  — o.  Imperciocché,  rifolven- 

do  le  equazioni,  ci  darà  la  terza  x——  a +;  p/  aa — Eh  , e la 

* 4 

quarta  +2  p/  ora  condottele  rette  CD,  CE,  e 


CI  perpendicolare  a BD , farà  ID~lE—p/  aa  — bb , e però 


BE  negativa  = — a +-  p/ aa  — bb , valore  negativo  dell’ in* 

z 4 

cognita  nella  terza  equazione , per  efier  BI  maggiore  di  IE  ; 
e farà  BD  prefa  negativa  ~ — a — p/  aa  — bb , altro  valore 

Z . 4 

negativo  della  flefia  terza  equazione.  All’oppoflo  farà  BD  po- 

fitiva 
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fitiva  r:  a +■  i /aa  — bb,  e B E poltriva  aa — bb , 

i 4 4 

ambi  i valori  pofitivi  dell’  incognita  nella  quarta  equa- 
zione . 

Adunque  per  coftruire  una  qualunque  equazione  di 
quadratica  affetta,  ballerà  affumere  il  raggio  CA  eguale 
alla  metà  del  coefficiente  del  fecondo  termine,  e la  tan- 
gente AB  eguale  alla  radice  quadrata  dell’ ultimo  termine, 
ed  il  rimanente,  come  nell’ una,  o nell’altra  delle  due^* 
figure  , fecondo  che  farà  pofitivo  , o negativo  l’ultimo 
termine;  quindi  per  coflruire,  per  efempio , l’equazione 
xx  +-  ax  — bx—-aa+-  cc  — o , fi  faccia,^  C~  a — bsedAB~ 

Z 

V aa  — cc  nella  prima  delle  due  figure  , fe  a è maggiore 

di  c ; ed  A B—i/cc  — aa  nella  feconda,  fe  a è minore 
di  e.  Da  quello  efempio  fi  vede,  come  debbafi  operare  in 
tutti  gl’ altri  . 

Può  dar  fi  il  cafo,  che  nella  collruzione  della  Fig.  21. 
la  retta  BD  non  tagli,  ma  tocchi  il  circolo  ADH  ; o che 
nè  lo  tagli, nè  lo  tocchi;  lo  toccherà  quando  fia  ACzzAB , 

cioè  7(3  = ^,  ed  i due  valori  dell’incognita  dell’equazione 

BE,BD  faranno  eguali,  l’uno  pofitivo  , e l’altro  ne- 
gativo; non  lo  toccherà,  nè  lo  taglierà  quando  fia  B A 
maggiore  di  AC,  cioè  b maggiore  di  ~a,  e l’incognita.» 

non  avrà  valori,  cioè  faranno  immaginar];  e ciò  confron- 
ta pure  colla  rifoluzione  analitica  , imperciocché  quan- 
do 


ANALITICHE.  1 15 

do  Cm~ì  a — b 9 farà  aa  — bb  — o9  e però  i due  valori 

4 

x — — a y aa—  bb,  xzza^  y aUr-bb  faranno  x — — a , 

x 4 * 4 £ 

a , e quando  ila  a minore  di  £ , farà  1 /-aa^bb  quan» 

x a 4 

tità  immaginaria,  e però  immaginar]  i due  valori  dell'in- 
cognita , 

P5.  In  quelle  corruzioni  è flato  uccellano  ritrovare 
la  radice  quadrata  dell’ultimo  termine  dell’equazione  , la 
quale  ci  fornifee  la  tangente  AB  del  circolo,  Se  però  elfo 
ultimo  termine  Ha,  0 voglia  renderli  ( il  chè  è in  no  Ara 
mano  ) eguale  ad  un  rettangolo , potranno  coftruirfi  an- 
che in  quell’ altra  maniera  le  quattro  forinole; 

1 , xx  4?  ax  —bezzo 
■?.  xx  — ax  — bc  — 0 

3.  xx  + ax  4-  bc  zzo 

4,  xx  — ax  +.  bc  zz  o 

Si  deferiva  il  circolo  BAD  {Ftg.  22.)  di  un  qualun- 
que diametro  , purché  elfo  non  lia  minore  nè  di  a , nè  di 
# — i?s  ( fuppongo  b maggiore  di  c9  cioè  per  b intendo  il 
lato  maggiore  , e per  c il  lato  minore  del  rettangolo  dato) 
da  un  qualunque  punto  A nella  periferia  fi  inferivano  nel 
circolo  le  due  corde  ABzza,  A D ~b ~ c , e fi  produca-* 
quella  in  F,  onde  fiaDFrc;  col  centro  Cdel  primo  cir- 
colo, e col  raggio  CF  fi  deferiva  il  fecondo  FGH,  che_» 
taglierà  in  F,E,  G9  H le  corde  AD,  AB  prolungate,,  ; 

P 2 ciò 
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€iò.  fatto  , farà  AG  la  radice  vera  , o fia  pofitiva  , cioè  il 
valore  pofitivo  , cd  AH  il  negativo  per  l’equazione  xx  ■+ 
ax  —bc~ o;  ed  all’ oppoflo  AG  farà  il  negativo  , ed  AH 
il  pofitivo  per  l’equazione  xx  — ax  — bc  — O . 

Per  vedere  quella  verità  bifogna  fupporre  due  pro- 
prietà del  circolo  , che  da’  Geometri  fi  dimodrano  , cioè 
che  le  rette  EA,DF  fono  eguali  tra  loro  , ficcome  tra_ 
loro  le  due  GA  , BH,  e che  fono  eguali  i rettangoli 
EAXAF,  e GA\AH . Suppoili  quelli  due  Teoremi,  fi 
divida  B A per  metà  in  M,  per  la  feda  del  fecondo  d’Eu- 
clide  , farà  il  quadrato  di  MG  eguale  al  quadrato  di  MA 
con  il  rettangolo  di  BGX  GA,  cioè  di  HAXAG,  cioè  di 
FAX^E-,  ma  il  quadrato  di  MA,  per  la  cofiruzione,  è =: 
aa  , ed  il  rettangolo  di  FA  XAE  b — bc  , .adunque  farà 


MG  — y'aa  +-bc,  e però  A G a +-}/aa  +•  bc,  valore  pod- 


rivo,  ma  AHrza+p/aa  + bc  , quindi  AH  negativa  — -a- 


^aa-^bc , altro  valore  che  è negativo  ; l’uno  e l’altro  ap- 

4 

punto,  come  nafcono  dalla  rifoluzione  della  prima  equa- 
zione . Per  la  detta  ragione  AG  negativa  farà  — a-^/aa+-  bc. 


ed  AH  pofitiva  —a*~y'aa+  bc,  che  fono  i valori  della». 


incognita  nella  feconda  equazione  . 


Rif- 
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Rifpetto  alla  terza  , e quarta  equazione  ; defcrìtto  un 
circolo  qualunque  RAD,  (Fig.  23.  ) col  diametro  non  mi- 
nore di  a , nè  di  b +-  c , s’inferivano  in  elfo  due  corde  da 
un  qualunque  punto  A della  periferia  , cioè  AR  n a , 
AD  — b-h  c,  e fatta  DF—c,  col  centro  Cdel  primo  cir- 
colo , e col  raggio  CF  fi  deferiva  l’altro  circolo  GHF,  che 
taglierà  le  due  corde  AR,  AD  nei  punti  G,  H,  F,  E ; 
ciò  fatto  , faranno  AG,  AH  i due  valori  negativi  della-, 
terza  equazione,  ed  i due  politivi  della  quarta  ; imper- 
ciocché divifa  R A per  metà  in  M,  farà,  per  la  fella  del  fe- 
condo libro  d’Euclide , MA  quadrato  eguale  al  rettangolo 
di  HAXAG,  cioè  di  RG  X OA,  cioè  di  DE\EA, con  di 

più  il  quadrato  di  MG;  adunque  far  kaa_zz  bc  +-  MG,  cioè 

4 

MG—yaa~bc,  e però  ~MA  +-  MG,  cioè  GA  negativa 

4 

farà  ~ — a -+yaa  — bc,c  — MG  — MR,  cioè  G R negativa 

a 4 

farà  r:  — a —j/aa  — he  , ambi  valori  negativi  dell’ inco- 
* 4 

gnita  nella  terza  equazione.  Similmente  MG 4-  MR,  cioè 
a +•  j/aa  — bc  farà  GR  pofitiva  , ed  MA  — MG  , cioè 

z 4 

a —j/aa—  bc  farà  AG  politiva  , ambi  valori  pofitivi  dell* 

a 4 

incognita  nella  quarta  equazione  . 

E’  chiaro,  e per  la  collazione  della  Figura  vigefìma 


terza. 
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terza  , e per  la  rifoluzione  della  terza  , e quarta  equazio- 
ne , che  quando  Ha  bczzaa,  il  circolo  HGE F ioccherà 

4 

la  retta  faranno  eguali  i due  valori  ; e fe  bc  farà 

maggiore  di  aa  , nè  la  toccherà,  nè  la  taglierà  , e faranno 

4 

i due  valori  immaginari  . 

Vedute  quanto  può  badare  le  regole  principali  , paf~ 
ferò  a farne  ufo  nella  foluzione  de’  Problemi , e però  da 

PROBLEMA  I. 

$,8.  Sia  una  certa  fiamma  di  /oidi  da  difìributrfi  cu» 
certi  poveri , ed  il  numero  de'  faldi  fia  tale , che  per  darne 
tre  a ciafcun  povero  ne  manchino  otto  , e dandone  duu,  , 
ne  avvanzino  tre  ; fi  cerca  il  numero  de’  poveri , e de* 
foldi  ♦ 

Si  chiami  il  numero  de*  poveri  = x , adunque  poiché  il 
numero  de’ foldi  è tale  , che  per  darne  tre  a ciafcheduno 
ne  mancano  otto  , farà  il  numero  de*  foldi  3#  — 8 ; idl. 
dandone  due , ne  avvanzano  tre , farà  adunque  pure  zz 
2x  4-  3 , e però  farà  l’equazione  3#  _ 8 cr  ix  •+  3 , cioè 
x = 11  . Pertanto  undeci  faranno  i poveri  , e perchè 
3#—  8 , o pure  2^4-3  è il  numero  de’  foldi , follituito 
l’undeci  in  luogo  della  x,  farà  elio  numero  de’  foldi  — z$  , 


PRO- 
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PROBLEMA  IL 

p7.  Date  le  velocità  di  due  mobili , la  dijlanza  loro  , 
e la  differenza  del  tempo  , in  cui  principiano  a moverfi 
[opra  una  retta  linea  , fi  dimanda  il  punto  nella  linea  , 
ed  il  tempo  , in  cui  fi  raggiungeranno  . 

Sia  ( Fig . 24.)  in  A il  primo  mobile  , la  di  cui  velo- 
cità fia  tale  , che  deferiva  uno  fpazio  c nel  tempo/ ; ila_* 
B il  fecondo  mobile  con  una  velocità  tale  , per  cui  deferi- 
va lo  fpazio  d nel  tempo  g , la  differenza  del  tempo  , in_. 
cui  principiano  a moverli  lì  a h , e la  didanza  AB  da  e . 
Si  muovano  elfi  in  primo  luogo  verfo  la  della  parte  , e li 
raggiungano  in  D , chiamata  adunque  AD  vz  x , farà 
BD  — x—  e.  Peravere  l’equazione  fi  confideri , che  ef- 
fendo  data  la  differenza  del  tempo  dal  principio  del  moto 
del  mobile  A , e del  mobile  B , fe  ritroveralfi  il  tempo  s 
che  impiega  il  mobile  ^,ed  il  tempo,  che  impiega  il  mo- 
bile B,  e che  al  tempo  minore  , cioè  a quello  del  mobile, 
che  per  fecondo  fi  muove  , fi  aggiunga  la  data  differenza, 
dovranno  indi  quedi  tempi  effer  eguali  ; e però  con  la_. 
regola  delle  proporzioni  fi  dica  : fe  il  mobile  A fa  lo  fpa- 
zio c nel  tempo/,  in  che  tempo  dovrà  deferivere  lo  fpa- 
zio x ? cioè  c,  f:  : x , al  quarto  , e farà  effo  — f x ; fimil- 

c 

mente:  fe  il  mobile B deferive  lo  fpazio  d nel  tempo g , 
lo  fpazio .x-re  in  che  tempo  lo  defcriverà  ? cioè  d,g  : : 

-X 
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x — e3  al  quarto  gx  — ge3  è adunque  il  tempo  del  mobile 

d 

A~fx3  ed  il  tempo  del  mobile  B — gx—ge3  e la  loro 
c d 

differenza  h , e però  fe  il  mobile  A principia  a muoverli 
dopo  il  mobile  B , farà  fx-hh-gx  — ge , e riducendo  al 

c d 

comun  denominatore  ,fdx+.  chd— cgx — cge,  cioè  cgx  — 
fdx  — chd -h  ceg , e dividendo  per  cg*-*fd3  x — chd  *-  ceg  . 

cg  — fd 

Se  il  mobile  A fi  muova  prima  del  mobile  B , farà  fx  — 

c 

h +- gx  — ge,z  riducendo  al  comune  denominatore, /fo “ 

cdh  4-  cgx  — ceg  , cioè  cgx  — fdx  — ceg  — cdh,  e dividendo 
per  cg~  fd,  x — ceg  — cdh  . Sofiituendo  neIl'efpreflione_» 

~g—fd 

del  tempo  totale  ,fx  4-  h nel  primo  cafo  , ed  fx  nel  fecon- 

C c 

do  , in  luogo  della  x il  rifpettivo  valore  ritrovato,  averaflì 
effo  tempo  , che  fi  cerca  . 

Applicherò  le  formole  a qualche  efempio  . Abbia  il 
mobile  A la  velocità  di  fare  9 miglia  in  un’  ora  , il  mobile 
B di  farne  15  in  due  ore  , e fieno  lontani  l’uno  dall’altro 
18  miglia  , e B cominci  a muoverli  un’  ora  prima  di  A ; 
farà  adunque  h-  1 , / - 1 , c — 9 , g=  2»  d ~ 15 , e = 18  , 
c però  3244-  j 3 5 — 153  • Softituito  quello  valore  ili.» 

18  — >15 

luogo  di  x , e gli  altri  nell’  efpreffìone/*>  + h del  tempo  , 

, c 1' 


farà 
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farà  effo  — 18.  Adunque  fi  raggiungeranno  i due  mobili 
in  difianza  dal  punto  A di  153  miglia  , dopo  18  ore  dal 
principio  del  moto  . 

Abbia  il  mobile  A la  velocità  di  fare  quattro  miglia-, 
in  un'ora  , il  mobile  B di  farne  cinque  pure  in  uà*  ora-., 
e fieno  lontani  uno  dall'  altro  6 miglia  , ed  A cominci  a 
muoverli  due  ore  prima  di  B , farà  dunque  h~ 2,  /—  1, 
c — 4,  g ~ I,  , e — 6 . Prefa  la  formula  dei  fecondo 
cafo  3 farà  x — 24  — 40,  cioè  x :=  \6  ; e fofiituiro  quello 
4 5 

valore  della  x cogli  altri  nella  efpreffione  del  tempo  fx, 


farà  effo  = 4 . Adunque  fi  raggiungeranno  i due  mobili 
A , B in  difianza  dal  punto  A di  fedici  miglia  dopo  quat- 
tro ore  dal  principio  del  moto  . 

Ma  fe  i due  mobili  fi  vengano  incontro;  fi  unifeano, 
per  efempio  , nel  punto  M ; adunque  chiamata  AM~x  , 
e ritenute  le  denominazioni , come  fopra  , fi  varierà  \au. 
fola  B M , che  farà  — e — x,  ed  in  confeguenza  il  tempo 
del  mobile  B per  correre  lo  fpazio  BMJ  che  farà ge  — gx . 

d 

Quindi  fe  A principia  il  moto  dopo  del  mobile  B , farà 
fxi-hzzge  — gx,  e fe  comincia  il  moto  prima  5 farà  fx  ~ 

e ^ d c 

h 4- ge  — gx 3 le  quali  equazioni  fono,  la  prima  fdx  -4-  cdh~ 

ì 


ege  — cgx  9 cioè  x.  ~ ege  — càh  s la  feconda  fdx  ~ cdb  4-  ege  _ 

eg^Jd~ 

cgx , cioè  x — ege  cdb  . 

fd  +>  c g 


Q 


Abbia 
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Abbia  il  mobile  A la  velocità  capace  di  fare  fette  mi- 
glia in  due  ore  , il  mobile  E di  farne  otto  in  tre  ore  , e_* 
fieno  lontani  l’uno  dall’altro  cinquanta  nove  miglia  , ed  A 
fi  muova  un’  ora.  prima  di  E , farà  adunque  h — i , 2> 
c — J , g — 3 , d ~S , e — 59,  e però  pre fa  la  feconda  fon- 
inola x — cge  4-  cdb , e foftituiti  i valori , farà  x — 1239  4- 

cg  + fd  21-1-10 

cioè  x — 35  . S’incontreranno  adunque  i due  mobili  in  di- 
flanza  dal  punto  A di  35  miglia  dopo  dieci  ore  dal  prin- 
cipio del  moto  , come  fi  vedrà  fodituendo  nell’efprelfto- 
ne  del  tempo  totale, /v,  il  valore  ritrovato  della  x , ed  i 

c 

valori  di/,  e di  c. 

PROBLEMA  III. 

98.  Data  la  mafia  della  Corona  del  Re  perone  mìficù. 
fioro,  e d’argento,  e data  la  gravita  fpecifica  dell’  oro  , 
dell’  argento , e della  Corona , fi  dimanda  la  quantità  dell’ 
uno  , e deli’ altro  metallo  . 

Sia  la  malfa  della  corona  ~m,  la  gravità  fpecifica' 

dell’oro  a quella  dell’ argento , come  19  a io  "f  ; ed  alla 
fpecifica  della  corona,  come  19  a 17  . Si  chiami  x la  quan- 
tità dell’oro,  eh’ è nella  corona,  e però  m — x farà  quella 
dell’argento.  La  malfa  divifa  per  la  denfità,  o gravità 
fpecifica  s’ eguaglia  al  volume  di  un  Corpo  5 dunque  il 
volume  della  corona  farà_m-,  quello  dell’oro  x , quello 

dell*' 


17 
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dell'argento  m — x ; ma  il  volume  della  corona  è egua-' 


IO” 


le  ai  due  volumi  dell’oro,  e dell’argento,  che  la  com- 
pongono ; dunque  li  avrà  l’equazione  m~  x +-m  — x , 

17  19 


IO  ' 


cioè,  ordinandola,  19— iq-jXx  zzij  — e_» 

19X107-  17X107" 

però  x — 6- f~X  1 9m  , o fia  x~  \90rn  , Quindi  polla-,, 
8fXi7  321 

per  efempio , la  malfa  della  corona  di  cinque  libbre , farà 
la  quantità  dell’oro  libbre  4e6tf,  quella  dell’argento  lib- 


bre ir?  . 

ZZI 


ZZI 


PROBLEMA  IV, 


99.  Se  due  pejì  fieno  tali  , che  levando  dal  primo 
una  libbra  , il  rejìo  fia  eguale  al  fecondo  accrefciuto  di 
quefla  libbra  ; ed  aggiunta  una  libbra  al  primo  , e tolta 
dal  fecondo  , fia  la  fomma  doppia  del  fecondo  diminuito  di 
quefla  libbra  , fi  ricercano  i pefi  , 

Si  chiami  il  primo  pefo  ~zx  , il  fecondo  -y  , farà 
adunque  x—  1 zzy  +- 1 , per  la  prima  condizione  , e_. 
x +•  1 — y—  1 , per  la  feconda  . Dalia  prima  lì  ricavi  il  va- 

Z 

loie  y~x~2  , il  quale'  foflituito  nella  feconda  da- 

Q 2 rà 
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rà  x +•  i~  x >—  3 , e però  x +>  i zz  zx  —*  6 ? cioè  ,v^7  j 

Z 

ed  in  confeguenza  y — 5. 

PROBLEMA  V. 

100.  Ne/  iafo  «r«/o  DCM  (Fig.  25.)  laintercetta 
AB  fra  il  centro  , e la  MB  condotta  dall ’ eflremità  del 
diametro  D M perpendicolare  ad  A C , fi  cerca  nella  tan- 
gente M 0 il  punto  0 , onde  jìa  il  rettangolo  di  0 M iiu* 
M B eguale  al  rettangolo  di  D M in  AB. 

Sì  chiami  AB  — b,  AM-aa,  MO  — x , farà  MB  — 
V aa  — bb  , e per  la  condizione  del  problema.,  , 

x V aa  — bb  zz  'lab , cioè  x — zab  . 

VafiFZbb 

Dal  punto  D fi  tiri  D 0 parallela  a B M , faranno 
limili  i triangoli  MBA,DMO,  e però  MB,  BAY.  DM, 

MO ; cioè  Vaa  — bb,  b’.'.za,  MO — zab  — x. 

aa.  — bb 

PROBLEMA  VI. 

101.  Dato  un  rettangolo  , ( Fig.  2 6.  ) fi,  "'cerca  W'U. 
parallelo- grammo  , i di  cui  lati  fieno  moltipli  in  data  ra- 
gione dei  lati  del  dato  rettangolo,  e l'area  fubmultipla. 

Sia  ABCD  il  dato  rettangolo,  AB— a , BC—b, 
e però  l’area  —ab.  Il  parallelo- grammo,  cheli  cerca, 
Lia  BFFIG , il  di  cui  lato  BF  debba  edere  ad  AB  , co- 


ANALITICHE.  115 

tue  n ad  e , e però  B Fzz  an  ; il  lato  B G debba  edere 

e 

A BC , come  m ad  e,  e però  BG~bm ; e finalmente  barca 

e 

BFHG  debba  edere  al  dato  rettangolo  ab,  come  e ad  r l 
Chiamili  BL  — x , e però  condotta  FL  normale  a B G , farà 

FL~  y/ aann  — xx,  adunque  il  parallelo  -grammo  BFH  G, 

ee 

cioè  FL  X BG  farà  — bm  aann — xx , il  quale,  poiché 

e ee 

deve  edere  al  rettangolo  ABCD s come  e ad  r,  ci  darà 
l’analogìa  bm  y/ aann — -xx,  abile,  ri  e l’equazione»® 

s ee 

hmr  aann — xx~ab. Liberando  dal  radicale,  farà  aann  — - 

ee 

aae 4 , e cavando  la  radice  s 


ee  ee 

xx  — aae  +,  cioè  xxzzaann 

■mmrr  ee 


mmrr 


aann — aae 4 . 


mmrr 


* = +:  f/ 

Nel  lato  B A fi  prenda  FI—  aee  , ed  IM~  an  , e col 

mr  e 

.4  . ' 

centro  I,  e raggio  1M  fi  deferiva  il  femìcir colo  MLP;  farà 
r ordinata  FLm  j/ aann — (Serrar, e dalpunto  L alzando 


mmrv 


la  perpendicolare  LF  = BI,e  condotta  B F,  fi  prenda  BG~ 
bm,  e compito  il  parallelo  - grammo  BHFG , farà  elfo 


~BG  X FL  — abe,  cioè  al  rettangolo  BADC~abs  co- 
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me  *?  ad  r ; ed  il  lato  B F farà  — y B L +■  L F—an,  le  quali 

e 

cofe  appunto  fi  dovevano  fare . 

L’  effrazione  della  radice  à portata  1”  ambiguità  de*  le- 
gni, e però  due  valori  dell’incognita,  ed  in  confeguenza 
due  foluzionidel  problema;  ma  è facile  il  vedere,  che  quelli 
due  valori  fono  gli  Beffi,  nè  richiedefi  altro  per  il  valore  nega- 
tivo , fe  non  che  fi.  faccia  la  fieffa  collruzione  dalla  parte  di  B 
verfo  C. 

PROBLEMA  VII. 

102.  Infcrivere  un  Cubo  in  una  data  Sfera  . 

Sia  KQE  P ( Fig.  27 . ) il  circolo  maffimo  della  sfera,  A 
il  centro,  AT  il  raggio  — a,  AR  la  metà  dell’altezza,  o fia 
del  lato  del  cubo  infcritto,  e però  facciafi  AR  — x.  Per  lo  pun- 
to R s’ intenda  pafiare  un  piano  normale  ad  , la  di  cui  co- 
mune fezione  colla  sfera  farà  il  circolo  Q NSK  F 0 , ed  il  qua- 
drato in  quello  circolo  infcritto  farà  una  faccia , o fia  un  piano 
del  parallelepipedo  infcritto  alla  sfera;  ma  perchè  il  parallele- 
pipedo deve  e fiere  un  cubo,  converrà  adunque,  che  fia  GRzz 
SN-NO,  o fia  AR—  RI— IO,  e che  in  oltre  i piani,  da’ quali 
è chiu.fo , fieno  tra  loro  in  angolo  retto . Nel  circolo  KPEQ 

farà  l’ ordinata  KR  — RQ  — ^aa  — xx , e prefa  RI-RA-xì 
farà  Kl—i/aa — xx-h  ss  , ed  IQf~ V aa- — xx  — x , e nel  cir- 
colo NKOQ  l’ordinata  10  — irKIXIQ— X aa — zxx  ; adunque 
farà  l’equazione  1 y aa — %xx  ~x,  e -però  aa  — $xx , ed  x-  — 

+ i/TT.Prefa  Seguale  alla  terza  parte  del  raggio  AB, fui  dia- 
' " T me- 
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metro  Cp”  fi  deferiva  il  femicircolo  CRV\  il  punto  R,  in 
cui  egli  taglia  il  raggio  A T , farà  il  punto  ricercato  , e_> 
farà  AR  zzi /aa  metà  del  lato  del  cubo  , dalla  parte  di  T 
ì 

prefo  il  valore  pofitivo  , e dalla  parte  di  Z prefo  il  nega- 
tivo ; quindi  prefa  AG  — AR,  eipev  i punti  R , G tagliata 
la  sfera  con  due  piani  normali  ad  RG,  e prefa  RHzz 
RIzzRA,  e per  i punti  1 , H tagliata  la  sfera  con  due_» 
altri  piani  normali  ad  HI , e con  altri  due  per  S N , FO 
normali  ad  N 0 , farà  infcritto  il  cubo  . Imperciocché  per 
la  corruzione  , come  è chiaro  , i piani  fono  tra  loro  nor- 
mali, ed  eflendo  A RZZ  R I~¥aa , farà,  per  la  proprietà 

i 

del  circolo  KQEP,  l’ordinata  R.QzzF'zaa,  e però  TQ  z 1 

3 

¥2aa-¥aa,  ed  IO  -VKlX^Q—[/'aa->  ec*  m confeguen- 

3 3 3 

za  tutti  i lati  eguali  ; il  che  ec. 

Dalla  coldruzione  di  quello- problema  ne  nafee  una,* 
affai  femplice  dimorrazione  fintetica  . Poiché  AV  b la-, 
terza  parte  del  raggio  A C,  farà  il  rettangolo  CA  F",  cioè 
il  quadrato  di  A R , la  terza  parte  del  quadrato  del  raggio, 
e perchè  AR  — RI , fe  dal  centro  A della  sfera  fi  tirerà 
una  retta  AI  al  punto  I , farà  il  quadrato  di  A I doppio 
del  quadrato  di  AR,  cioè  due  terze  parti  del  quadrato  del 
raggio,  e fe  dallo  (ledo  centro  A intenderai!!  condotto  un 
raggio  AO,  farà  il  quadrato  IO  eguale  al  quadratolo 
meno  il  quadrato  AI,  cioè  eguale  al  quadrato  del  raggio 

meno 
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meno  due  terze  parti  di  eflfo  quadrato  , e però  eguale  ad 
una  terza  parte  del  quadrato  del  raggio , ed  in  confegiien~ 
za  IO  eguale  ad  AR  ec. 

PROBLEMA  Vili. 

103.  Dati  i due  cìrcoli  concentrici  ACO  , BDH, 
( Fip»  28.  ) condurre  dal  punto  0 una  corda  tale  , che  ficu* 
OM-=.DC. 

Sia  OC  la  corda  cercata  , e fia  F il  centro  , FH~as 
FO  — b , ed  abballata  la  perpendicolare  ME  ad  AO,  fia_- 

FE  — x,  adunque  E M—  Vaa  — x x,  EO  zzb  — x,  e però 

O M—  1 /aa  — 2 bx*+  bb . Dal  punto  C fi  conduca  CA  all' 
eftremità  del  raggio  FA  ; faranno  limili  i due,  triangoli 

OEM,  OCA , e farà  OM , OE  ; : OA , OC,  cioè  Vaa  — 2 bx  +■  bb, 
b - x : : zb , OC  — 2 bb  — zbx , ma  per  la  trentèlima  fella 

aa  —rbx  +•  bb 

del  terzo  d’ Euclide  è DOXO  M—BOXOH,  e però 
DO,  BO  ::  0H,0 M,  cioè  D 0 ez a + bXb  — a , ed  in  con» 

alt  — ► i bx  ■+  bb 

feguenza  CDazCO’—DO  — btr—  2 bx +■  aa—vbb—zbx- t-  aa, 

ad  — 2 bx  4-  bb 

ma  per  la  condizione  del  problema  deve  elFere  OM — CD, 

dunque  farà  l /bb  — zbx  -b~aa  — \ /bb  — 2 bx  +■  aa  , equazione 
identica  , onde  fi  ricava , che  dovunque  fi  tiri  dal  punto 
0 la  corda  OC,  farà  fempre  QMtzCD ; il  che  fi  conofce 


vero 


' ANALITICHE.  129 

vero  anche  conducendo  dal  centro  F la  perpendicolare 
FL  ad  una  qualunque  corda  OC ; imperciocché  effendo 
F il  centro  dell’uno  e dell’altro  circolo,  la  retta  FL  ta- 
glierà per  metà  tanto  DM , quanto  CO,  e però  fé  dalle., 
eguali  LC,  LO  fi  leveranno  le  eguali  LD , LM,  rimali- 
gono  eguali  le  CD  , MO . 

PROBLEMA  IX. 

104.  Data  la  retta  indefinita  NZ  ( Fig.  2p.  ),  e dati 
in  effa  tre  punti  N , A , Fi,  fi  ricerca  il  quarto  M tale  , 
che  fia  N M terza  proporzionale  di  N K,  A M . 

Poiché  fono  dati  i tre  punti  N,  A,  K,  Ila  NA  = a, 
NK  — b,  e chiamata  A M—x  , farà  N M—  a a-  x , adunque 
per  la  condizione  del  problema  avremo  b,  x::  x,  a +-  xs 
e ridotta  l’analogia  in  equazione,  xx~ab  + bx  , o fìa_, 
xx  — bx—db,  che  è una  quadratica  affetta  . Si  aggiunga  , 
perciò  all’uno,  ed  all’altro  membro  il  quadrato  della  metà 
del  coefficiente  dei  fecondo  termine,  cioè  hb,  e farà  a?* — 

4 

bx+-bb  — ab-^~  bb,  ecavando  la  .radice,  x — b~±  \/  ab  4-  bb, 

4 4 ; T r T 

o ha  x — b^z  1/  4 ab  4-  bb  . 

Z 

Sulla  retta  NZ  indefinitamente  prodotta  d’ambe  le 
parti  fi  prendano  le  AR,AQ  eguali  tra  loro;  ed  eguali 
ciafcuna- ad  NKzzb,  ed  RF quadrupla  di  NA , cioè -4» 

R farà 
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farà  AF—^ajrb  ; al  diametro  FQ  fi  deferiva  il  fcmicir- 
colo  FHQ , farà  l’ordinata  nel  punto  A,  cioè  AH — 

1/4 ab  4-  bb  , quindi  aggiunta  in  diretto  AO  — NK  — b,  e 
divifa  OH  per  metà  in  S,  farà  0 S—b+- V4 ab  +•  bb—x; 

Z 

adunque  prefa  A M—OS,  farà  M il  punto  cercato , rifpetto 
alla  radice  politi  va..  Ed  in  fatti,  deferitti  i rettangoli  SN , 
AV,  MO , e condotte  le  diagonali  Al,  A E,  poiché  OS— 

b +-  V 4àb.+-  bb,  farà  A S—V qab  +-  bb  — è,  ed  il  rettangolo 

Z Z 

di  0 S X SA  farà  eguale  ad  ab , cioè  eguale  al  rettangolo 
di  0 AX  AN  ; adunque  i lati  eli  quelli  rettangoli  faranno 
in  ragione  reciproca,  cioè  farà  0 A , 0 S::  S A,  AN,  vale 
a dire  E M , MA::  IN,  NA  ; adunque  faranno  in  diretto 
le  due  IA,  A E,  ed  in  confeguenza  fimili  i triangoli  ITE, 
AOE , e però  farà  AO , OE  ::  IV,  VE  ; ma  AO  — NK , 
OE  — AM,  IV— OS — AM,  VE  — NM , dunque  NK, 
'AM::  AM,  NM;  il  che  ec. 

La  fopra  polla  coflruzione  riguarda  il  folo  valore.» 
pofitivo  dell’incognita,  eflfendofi  prefa  la  radicale  affetta^ 
dal  fegno  pofitivo  ; in  fimil  maniera  però  fi  cofiruifce  an- 
che il  valore  negativo  . E però  deferitto  l'altro  femicirco- 

lo  FhQ,e  condotta  l’ordinata  Ah , farà  Oh—b  — !/  4 ab  +-  bb, 
quantità  negativa,  e divifa  Oh  per  metà  in  r , farà  Os  — 

b — 1/4 ab+-bb—x  . Adunque  la  x è quantità  negativa, 

% 


e 
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e però,  prefa  da  A verfo  F la  Am  — Os,  farà  m l’altro  pun- 
to , che  fcioglie  il  problema,  Imperciocché  farà  As  — 

Ah  — shzz~b  — 1 /qab  +■  bb, e però  OsXsA ^ ab  zz  OAXAN, 

Z 

adunque  fatto  il  rettangolo  Ns , e condotta  la  diagonale.* 
A i,  poiché  As\sQzzO A\AN , ed  ANzzsì,  far kAs,sì  1; 
AO,Os,e  però  OszzOe,  ma.  Os  zzAm,  dunque  Ve—Nm . 
ma  per  i triangoli  limili  AOe , i Ve  abbiamo  AO  , Oe  : : iV9 
Fe,ed  è AO  — NK,  i Vzz OszzOe  — Am , adunque  farà  À7K? 
Am  ::  Am,  mN , il  che  ec. 

Senza  rifolvere  l’equazione  xx~-hx  — abzzo  del  pro- 
blema, fi  poteva  da  principio  cofirijire  per  mezzo  del  nu- 
mero 94.  nella  leguente  maniera  . Si  prenda  ( Fig.  30,  ) 
ROzzNKzzb , ed  in  diretto  OD  — NA^a,  e fui  diametro 
RD  fi  deferiva  il  femicircolo  RMD , farà  l’ordinata  OM~ 
Vab  ; Col  diametro  OR.  fi  deferiva  l’altro  circolo  ARPO  , 
e dal  punto  M condotta  per  lo  centro  H la  retta  M N, 
prefa  ANzz.a,  NKzzb,  farà  AM  il  valore  pofitivo  dell’in- 
cognita ; e prefa  dalla  parte  di  A verfo  N la  porzione^ 
\AmzzPM,  farà  Am  il  valore  negativo,  Ommetto  la  co- 
firuzione  della  fieffa  equazione  per  mezzo  del  num,  95,  , 
perchè  da  sé  è troppo  chiara  . 
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PROBLEMA  X. 

105.  Dato  il  diametro  ÀE  del  femicircolo  AFE  ( Fig . 
3 1.)  » ^ date  le  due  porzioni  CB , CD  dal  centro  C,  ed  alzate 
le  perpendicolari  DF  , BH  ; nella  BH  prodotta  fi  dimanda 
il  punto  G tale  , che  condotta  al  punto  F la  retta  GF,fia 
il  rettangolo  di  GF\FD  eguale  al  rettangolo  di  ACXBD. 

Si  conduca  FH  parallela  ad  AE,  e fi  chiami  il  raggio 

CAzzr,  CBzza , CDzzb , farà  DFzzVrr  — bbzzBH,  e fia_. 
HG-x  . Poiché  HF  = CB  4-  CD  zza  +-  b,  farà  GFzz 

l Vaa  + 2 ab  4 -bb-h  xx,  quindi  per  la  condizione  del  pro- 
blema averemo  Vaa  4-  2 ab  4-  bb  +-  xx  Vrr  — bb  zz  ar  +-  br  ■> 
adunque  levando  l’afimmetna  , farà  aarr+-  iabrr  +-  bbrrzz  _ 
aarr  4-  2 abrr  4-  bhrr  4-  rrxx  — aabb  — zab  3 — b 4 — bbxx , 
riducendo , rrxx  — bbxx  — aabb  — zab 3 — b ^zz  o , cioè  xx  zz 
aabb  4-  zab*  4-  b"’ , e però  eilraendo  la  radice  , x zz  £ 

r y — bb 

fi^aabb  4-  2 ab 3 4-  b 4 , cioè  xzz  ab  4-  bb  , ed  x — — ab  bb . 

rr~hb  VWfiZJb  Vrrr-bb 

Deve  adunque  e fiere  la  x , che  fi  cerca  , eguale  alla  quar- 
ta proporzionale  di  FD,  DC , ed  FH  ; quindi  poiché  gli 
angoli  in  D , ed  H fono  retti  , fe  fi  faranno  gli  angoli 
GFH,  gFH  eguali  ciaicuno  all’angolo  CFD , faranno 
limili  i triangoli  GFH,  gFH,  CFD,  ed  i punti  G , g 
( cioè  G rifpetto  al  valore  pofìtivo  , e g rifpetto  al  negati- 
vo ) foddisfaranno  alla  queftione  ; imperciocché  farà  FG, 
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(Fg)  ad  FH  FC,  FD,  ma  FH=BD , FCtzAC,  adun- 
que farà  G F ( gF ) a.BD  ::  AC , FD,eperòGF  (gF)  in 
FD  = fi  JD  X A C ec. 

E’  facile  il  vedere  , che  rifpetto  al  valore  pofitivo  ba- 
llerà condurre  FG  tangente  nel  punto  F , poiché  edendo 
retti  gli  angoli  GFC , HFD,  tolto  il  comune  HFC , fa- 
ranno eguali  gli  angoli  GFH,  CFD. 

PROBLEMA  XI. 

io 6.  Dalle  eftremità  della  data  AB  ( Fìg.  32.  ) con- 
durre due  rette  A C , BC  in  modo  , che  facciano  V angolo 
ACB  eguale  al  dato  GDP , e che  la  fomma  de*  quadrati 
di  AC}  e di  BC  Jta  al  triangolo  ABC  nella  data  ragio- 
ne di  4d  ad  a . 

Si  divida  AB  per  metà  in  E,  e fi  faccia  EH  — x, 
RC~y‘,  adunque,  poiché  il  problema  è determinato, 
e fi  fono  prefe  due  incognite  converrà  ritrovare  due 
equazioni  ; fia  E A — a,  farà  A H—a—  x,  HB  —a  +-  x , e 
però  il  quadrato  di  .4  C farà  ~aa  — zax  +■  xx  -^yy  , il  qua- 
drato di  CB  farà  ~ aa+-  zax+-  xx+yy  , ed  il  triangolo 
ACB  — ay;  ma  per  la  feconda  condizione  del  problema  la 
fomma  di  quelli  quadrati  deve  edere  al  triangolo  ^BCnella 
data  ragione  di  4 d ad  a ; adunque  averemo  zaa  +■  txx  ■+ 

2 yy,  ay::e\d,  a , e però  l’equazione  aa  ■+  xx  +-yy~idy  . 
Deve  in  oltre  edere  l'angolo  ACB  eguale  all’angolo 
dato  GDF,  e però  prodotta  PD,  fe  l’angolo  GDP  è. 

ottu- 
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ottufo , e prefa  D G ad  arbitrio  , fi  tiri  G F normale  a 
PF , farà  noto  l’angolo  GDF,  eflendo  dato  l’angolo 
G D P ; e perchè  di  più  è nota  D G , che  è fiata  prefa 
ad  arbitrio  , faranno  date  le  due  , DF  che  fi  ponga 
e GF,  che  pongafi  adunque  condotta  dal  punto  A 
normalmente  a BC  prodotta  la  AI , dovranno  effere., 
fimili  i due  triangoli  GDF , A CI . Ora  per  la  limili - 
tudinede’  triangoli  BCHt  BAI,  fi  avrà  AIzz lay  , 

V' aa+-  iax+-  xx-i-yy 

BI~  raa+-  2 ax  , e però  CI = aa^xx^yy  ; adunque 

ì/aa-b  zax+-  xx+-yy  ^ aa +.  ~ax+.  xx+.  yy 

dovendo  effiere  CI , AI  \ - D F , FG  , avremo 
aa  — xx *~yy  j ^ay  ''b  ì c ; e però  la  fecon» 

V' aa+-  lax 4-  ^ aa+.  zax+-  xx+-  yy 

da  equazione  %aby  — aac  — cxx  — cyy . 

Per  eliminare  una  delle  due  incognite  , dalla  pri- 
ma , e dalla  feconda  delle  due  equazioni  fi  cavi  ( per 
il  num.  82,  ) il  valore  del  quadrato  xx  , cioè  dalla  pri- 
ma 3xx  — idy—yy-~  aa,  dalla  feconda,  xx—aa  yy — taby, 

a 

c quinci  l’equazione  2iy  —yy  aa  — aa r^.yy  — zaby  , cioè 


dy-aa  — aby,  o fia  (fatta  ab "/)  y-aa,  valore  della., 

C c d-’r  f 

y dato  per  le  fole  cognite,  e fofiituito  quefio  valore  in 
luogo  della  y nell’equazione  xxzz  lày—yy—  aa  , avralli 
finalmente  xx  — Zaad—  a*  — aa  ,c\ob  xx  — aadd—.aaf'—  , 


i+f 


d +■  / 
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€ però  x — ^a'Sdd^.ff—aa,  valore  dato  per  le  fole., 

TFf 

quantità  cognite  . 

Si  conduca  AK  indefinita  3che  faccia  l'angolo KAB 
eguale  al  dato  GDP,  e dal  punto  E fi  abballi  la  per- 
pendicolare indefinita  E M,  e dal  punto  A la  retta  A L 
perpendicolare  ad  AK  . Poiché  fatta  DR  perpendico- 
lare a P D , l’angolo  RDG  è eguale  all’angolo  DGF, 
farà  Umilmente  l’angolo  LAE  eguale  allo  fi  e fio  DGF, 
ed  in  oltre  fono  retti  gl’ angoli  E,  F;  adunque  faranno 
limili  i triangoli  LAE  , GDF,  e però  EL—ab~f , 

C 

AL  — Vaa+-ff.  In  EL  prodotta  fi  prenda  L/Vfnd,  e 
col  centro  L , raggio  LM  fi  deferiva  un  circolo  , che 
taglierà  AK  in  K;  poiché  l’angolo  KAL  è retto  , farà 

l’ordinata  AK—^dd—f—aa,  quindi  fatta  EN—AK , 
e condotta  MA , e ad  efia  parallela  la  NH  dal  punto 

N , farà  ME, E A::  NE,  EH",doèd^f,  a : : l ' dd  — f—aa , 

EH-aì/dd-f-aa  — x.  Ciò  fatto  , col  centro  L , e col 
7+f 

raggio  LA  fi  deferiva  il  circolo  OCQ,  e fui  punto  H 
alzata  la  normale  CH,  fi  conducano  CA,  CB,  il  trian- 
golo ACB  farà  il  ricercato.  Imperocché  , per  la  32.  dei 
terzo  libro  d’ Euclide  , l’angolo  ACB  è eguale  all'an- 
golo KAE,  cioè,  per  la  cofiruzione,  eguale  all’angolo 

GDP,  e per  la  proprietà  del  circolo,  PC  — 1/ OPX  PQ~ 
df-hff'-^aa,  e però  HC—  , e facendo  il  calcolo  tro- 
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veremo  , che  la  fomma  de’  quadrati  di  AC , e CB  e 
appunto  al  triangolo  ACB  nella  data  ragone  di  t\d  ad 
a ; il  che  ec. 

Il  fegno  ambiguo  dell’  equazione  finale  ci  da  due 
valori  eguali  della  x,  uno  pofitivo,  e l’altro  negativo  ; 
fe  adunque  EH  prefo  verfo  A fi  confi lera  pofitivo, 
farà  Eh  prefo  verfo  B ed  eguale  ad  EH  il  valore  ne- 
gativo , che  ci  fomminifirera  la  fiefia  coltruzione  . 

E’  chiaro  , che  il  problema  farà  iropoffibile  ogni 
qualvolta  non  fìa  dd  maggiore  di  ff 4-  aa  , cioè  LM 
maggiore  di  LA,  perche  allora  il  radicale  iara  iixuna'3 
ginario  , 

problema  XII. 

107.  Da'o  ( Fig,  33.)  H femicircolo  BED  , e nel 
diametro  prodotto  dato  un  punto  A , da  e;Jb  condurre  una 
fecante  A E tale  , che  la  intercetta  G E fia  eguale  al  rag- 
gio C B » 

Sia  CB~c,AB-b,AD--a,  ed  AG-x\  farà  dunque, 
per  la  condizione  del  problema,  A E =;  c +-  x;  ma  per  la^ 
trentèlima  feda  del  terzo  d’Euclide  il  rettangolo  E AG  è 
eguale  al  rettangolo  DAB,  e però  avremo  l’analogia  AE , 
AD  ::  AB,  AG,  cioè  c+-x,  a::b,  x,  adunque  farà  l’e- 
quazione xx  +■  ex  ab , che  e una  quadratica  affetta,  ed  al 

folito  rifoluta  ci  darà  x +:/"  ~ cc  4-  ab  _ c . 

2. 

Sulla 
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Sulla  retta  DA  prodotta  prefa  AR—AB~b , fi  de- 
feriva al  diametro  RD  il  femieircolo  ROD,  e condotta 

l’ordinata.^0,  che  farà  = 1/  ab  ; normale  ad  AO  fi  tiri 

OM—-C,  farà  A M—V^cc  -h  ab  ; quindi  col  centro  jVf, 
col  raggio  MO  fi  deferiva  il  femieircolo  QO P ,farà  AQ~ 

1/  - cc  -h  ab  — c , valore  polìtico  della  x , ed  ^ P farà 

Z 

= \S  “ ce  +-  ab  + c_,  e però  P prefa  negativa  farà  il  valore 
* 

negativo  . Adunque  fe  coi  centro  A,  e col  raggio  AQ 
fi  deferiyerà  un’  arco,  taglierà  elio  il  femieircolo  BED 
nel  punto  ricercato  G ; e fe  nella  parte  inferiore  fi  deferì- 
vera  fui  diametro  R H~B  D il  femieircolo  RGH,  l’arco 
dal  medefimo  centro  A col  raggio  AP  deferitto  lo  ta- 
glierà nel  punto  ricercato  G,  che  fpetta  al  valore  negati- 
vo . Imperciocché  sfóndo  E A X A G=,D  AX  A B 3 cioè 

E A Yy~cc+-ab — c iz  ab  , farà  e]a  — ab  s 

- — f== 

V - cc+-  ab  — c 

4 

z 

e però  E G — ab  y^-cc  +.  ab+-  c , cioè,  rida- 

» 4 — - 

1 , a 

V-CC+-  ab ■ — c 
4 . — . 

Z 

cencio  al  comun  denominatore,  EG  — — cc  +-  c v~  cc  +•  ab. 

— 4 3 

Z 

V J^cc  4-  ab  — c 


S 


e 
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e facendo  attualmente  la  divisone , farà  finalmente  EG  — c, 
come  deve  edere  . 

Lo  dello  calcolo  procede  rifpetto  alla  codruzione  del 
valore  negativo,  fervendoli  del  rettangolo  HAR  in  luogo 
di  D AB  . 

Anche  finteticamente  fi  può  dimodrare  la  foluzione 
del  problema  cosi . 

E (Tendo  AO^—RAD,  ed  E AG— D AB  , e per  la 
codruzione,  AR-AB,  AQ—AG[9  QP  — BC,  MO  = MQs 

farà  AO +- 0 Mt  c\ok  AM— E AG +■  QM  9 àob , per  Ia_» 

— z — z 

quarta  del  fecondo  d’ Euclide  , AQ+-2A£)M-bQM— 

EAGi-QMy  e levato  il  comune  £5M,farà  AQ-b  2 AQM— 

EAG,e  per  la  terza  dello  dello  libro , A Q +-  2 A Q M — 

EG  Ab-  G A",  ma  AQ  — AG , dunque  farà  2AQM—EGA  s 
cioè  AQ,  AG::EG,  2QM3  e però  EG  — 2QM—BC°S 

il  che  ec, 

PROBLEMA  XIII. 

108.  Dati  due  archi  di  circolo  , e le  tangenti  loro  s 
ritrovare  co  fa  fa  la  tangente  della  fomma  dei  due  dati 
archi  . 

Sieno  (Fig. 8.)  i due  archi  dati  AH , HD  , e le  tan- 
genti Al  — a,HK—b, il  raggio  CA  — r , la  tangente  della 

fomma  de"  due  archi  dati  da  AB  — x,  farà  CB  = t/  rr  +-  xxs 

Gl- v rr  -b  aa , CK - k' rr  +•  bb , ed  abbafifata  la  DE  per- 

pen- 
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pendicolare  a CA,  e DF  perpendicolare  a CH , per  la 
firnili^udine  de’ triangoli  CB  A , CD£  farà. CE  = rr  , 

YY  4“  XX 

ED—  v x , e per  la  fimilitudine  de*  triangoli  CKH p 

V rr  4-  xx 

CDF , farà  DF — br  , e perchè  limili  pure  fono  1 

4-  W 

triangoli  CAI%  CEO , DFO  % averaffi  £0—  ^ , 

rr  jot 

CO  — r V rr  +-  aa  x DO—  b V rr  +■  aa  , e però  averaffi. 

V'  YY  -f«  XX  YY  bb 

1* equazione  E D—E 0 +■  OD,  cioè,  ar  4° b V rr  +■  aa  — 

\S  YY  ^ XX  V YY  =+■  ££ 

rr  , o Ha  rx  — av—.b  1/ rr  4-  aa  , e quadrando,  per 

^ yy  4-  jc#  ^ rr  4-  # Jff  ^ >r  4-  bb 

liberarla  dai  radicali  , farà  rrxx  — larrx  4-  aarr  — 
bhrr+aabb  , e riducenda  al  comun  denominatore,  e to- 

> : 4*  bb 

gliendo  ì termini,  che  fi  elidono  , farà  >4rr-~2#r4r 
%abbrrx 4-  4 —.aabbxxA-  bbr  4 , cioè  rr  — zar  4 x—  tabbrrx— 

r4—  aabb 

bbv*  — aar*%  quadratica  affetta  adunque  aggiunto  ali* 
r^—aabb 

uno , ed  all’altro,  membro;  il  quadrato  della  metà  del 
coefficiente  del  fecondo  termine  , cioè  il  quadrato 

S'  2 di 
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di  — ay 4 — * abbrr  , farà  xx  — zar*  x — zàbbrrx  •+■ 
r*—aabb  r*—aabb 

uar 8 -i-  2 aabhr 6 +■  aah *r*~  &6r4— . aar*  + aar 8 +•  2 aabbr6+aab*r*, 

r*~  aabb  r*—aahb  r*—aabbz 

e però  cavando  la  radice  , e riducendo  al  comune  de- 
nominatore l’omogeneo  di  comparazione,  ar^  — abbrr— 

r*~aabb 

± fX’bbr*-*-  zaabbr 6 Z a*bbr*  ; ma  la  quantità  fotto  il  vin- 

— -~2 

r 4 — aabb 

colo  è un  quadrato,  e la  radice  è br*^aabrr , o pure 

r*  — • aabb 

*-br*^~aàbrr  , adunque  prendendo  in  primo  luogo  la  ra- 
r4~> 

dice  pofitiva,  farà  x — ar**- abbrr**  autor*- br*  , e prefa_s 

r4  — aabb 

la  negativa  , farà  x— ar**°  abbrr— aahrr~br*  ; ma  nel 

r*  — aabb 

primo  cafo  tanto  il  numeratore  , quanto  il  denomina- 
tore fono  divifibili  per  rr*-ab,e d il  quoziente  è arr*-tor9 

re—  ab 

e nel  fecondo  cafo  tanto  il  numeratore  , quanto  il  de- 
nominatore fono  divifibili  per  rr—ab,  ed  il  quoziente 
è a rr  — brr  ; adunque  i due  valori  dell’  incognita  fono 

rr  -f-  ab 

x — rrX  a+T;  x — rrX  a — b , il  primo  de’  quali  fervirà 

rr  — ab  rr+»  ab 
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per  la  tangente  della  fomma  degl’ archi  dati , il  fecondo 
per  la  tangente  della  differenza  ( come  appunto  fi  tro- 
va fciogliendo  il  problema  in  quello  cafo  ) il  quale  va- 
lore farà  pofitivo  , o negativo  , fecondo  che  l’ arco  , o 
fi  a la  tangente  a farà  maggiore  , o minore  della  tan- 
gente b „ 

Ciò  pollo , non  è difficile  paffare  alla  foluzione  gene- 
rale del  problema  , cioè  dati  quanti  fi  vogliano  archi  con 
le  loro  tangenti , ritrovare  la  tangente  della  fomma  di 
tutti  quelli  archi , il  che  li  potrà  fare  nella  feguente  m i- 
siiera  . 

Siéno  in  primo  luogo  tre  gli  archi  dati,  e le  tangenti 
loro  fieno  a,b9c. Per  l’antecedente  foluzione  far krr\a  -+b 

rr ab 

la  tangente  della  fomma  di  due  archi, de’ quali  le  tangenti 
fieno  a,  b't  fi  chiami  quella  tangente  z , e però  farà  z = 

b , ma  per  la  fleffia  foluzione  farà  rr  X z a-  c la-c 

rr  ~ ab  rr  . — i zc 

tangente  della  fomma  di  due  archi , de’  quali  le  tangenti 
fieno  z,  c,  e z è la  tangente  delia  fomma  di  due  archi 

delle  tangenti  a , b%  adunque  rrXz  + c farà  la  tangente.» 

rr—zc 

della  fomma  di  tre  archi  delle  tangenti  a,  b , c,.  e fofli- 
tuendo  in  quella  efpreffione  in  luogo  di  z il  fuo  valore^» 

■vrXa+*b  , avremo  la  tangente  della  fomma  di  tre  archi 


jt  «=»  ab 
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efprelfa  con  le  fole  tangenti  date  a , by  c,  la.  quale  fari. 
rr  X a + b +.c  — abc  . Con  la  flelTo  artifizio  - averemo 

yy.  — ab  ac  — bc. 

tangente  della,  fomma  di  quattro  archi,  effendo  le  tangentii 
date  a , b , c ,/,  e farà 

rr  X arr  4*  brr  +.  crr  +~frr_  ab  e—  abf _ acf  — bcf 

rrX  rr — ab  — ac—  a f — bc  — bf—cf  +-  abcf 

La  tangente  della  fomma  di  cinque  % eflendo  le  tangentii 

date  j ,5,  c,f,gy  farà. 

r Xa+  k+c+f+g  ~rrXabc+abf4-acf*-abg+bcf-racg-hbcg+bff+afg+cfg+abcfg; 
rrX  vr -ab-ac—af~agjJ>c-bf-bg-cf-cg-fg  <+abcf  J^abcg  H rabfg  -i°acfg  -¥bcfg  y, 

e cosi  di  quant’  altri  archi  fi  vuole  ; dalle  quali  cofe  fi  ca- 
va una  regola  generale  per  formare  la  frazione , che  efprh 
ma  la  tangente  della  fomma  di  quanti  fi  voglia  archi  dati , 
e farà  quella  t 

Per  formare  il  numeratore  della  frazione  fi  prendano 
le  fomme  di  tutti  i poffibili  prodotti  di  numero  difpari  % 
che  fi  polfono  fare  colle  tangenti  date,  per  efempio , fe 
le  tangenti  fono  fette  , fi  prenda  la  fomma  di  tutte  quelle 
tangenti  , indi  la  fomma  di  tutti  i terni ,.  che  fare  fi  pofio- 
no  poi  la  fomma  di  tutte  le  cinquine , e finalmente  il 
prodotto  di  tutte  fette;,  quelle  fomme  fi  moltiplichino  per 
tanta  potefià  del  raggio,  quanta  a ciafcuna  fa  bifogno  9 
perchè  fieno  di  dimenfione  maggiore  d’un’unità  del  nu- 
mero delle  tangenti  date  , ed  a quelle  fomme  11  prefigga 

alter- 
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.alternativamente  il  fegno  +-  e — , cioè  alla  lemma  di  tut- 
te il  fegno  +-  , alla  lamina  di  tutti  i terni  il  legno  — , fi 
così  di  mano  in  mano  , e farà  fatto  il  numeratore  . 

Per  formare  il  denominatore  li  prenda  il  quadrato 
•del  raggio indi  la  fomma  di  tutti  i prodotti  di  numero 
pari che  fi  poflbno  fare  colle  tangenti  date  , cioè  tutti 
gli  ambi  tutti  i quaderni  ec.  , quello  quadrato  del  rag- 
gio, e la  fomma  di  tutti  gli  ambi  di  tutti  i quaderni , di 
tutte  le  fedine  ec.  lì  moltiplichino  in  tanta  potefià  del  rag- 
gio, quanta  a -ciafeuna  fa  Infogno , perchè  fieno  di  dimen- 
fione  eguale  al  numero  delle  tangenti  date ..  Al  quadrato 
•del  raggio  fi  prefigga  il  fegno  -h  a tutti  gli  ambi  il  fo- 
gno  , a"  quaderni  il  fegno  •+■  , ,e  così  alternativamente^ 

e farà  fatto  il  denominatore  . 

La  regola  per  fapere  quanti  fieno  tutti  gli  ambi , 
terni  ec.  polfibili  di  un  numero  di  quantità  date  farà 
«quella 

Si  feriva  il  numero  delle  quantità  date  , indi  fi  pro- 
feguifea  la  ferie  decrefcente  de’ numeri  naturali  ; fotto  elfi 
numeri  per  ordine  fi  feriva  la  ferie  crefcente  de’  numera 
naturali  cominciando  dall’nnifà  pofeia  fi  faccia  il  prodot- 
to di  tanti  termini  della  ferie  di  Copra , quanto  è l’indice^ 
della  combinazione ,,  che  fi  vuol  fare  ; fi  faccia  pure  il 
prodotto  d’altrettanti  termini  della  ferie  di  fatto e fi  di- 
vida un  prodotto  per  'l’altro  il  quoziente  farà  il  numer® 
cercato..  Così  per  fapere  quanti  ambi terni  ec.  fi  poffbn® 


r 
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fare,  per  efempio,  di  cinque  quantità,  li  feriva  4,  3,  2,  ri 

1,  2»  3t  4j  5a 

Il  prodotto  de*  due  primi  numeri  della  ferie  di  fopra_* 
è 20  , che  divifo  per  il  prodotto  de*  due  primi  numeri 
della  ftrie  di  fotto  dà  di  quoziente  io  ; e però  io  faranno 
gli  ambi  . Il  prodotto  de’  primi  tre  termini  è 60  , che  di- 
vifo per  il  prodotto  de’ primi  tre  termini  di  lotto,,  cioè 
per  6 , dà  di  quoziente  io  , e però  faranno  io  i terni  ec. 

Dalla  foluzione  di  quello  Problema  fi  cava  , comeu* 
corollario,  la  foluzione  di  un’altro  più  femplice  , cioè  data 
la  tangente  di  un’  arco  , ritrovare  la  tangente  di  un’  arco 
multiplo  fecondo  un  qualunque  dato  numero  ; imperoc- 
ché in  quello  cafo  bada  fare  tutte  le  tangenti  date  eguali 
tra  loro  , ed  eguali  alla  tangente  dell’  arco  dato  . Sia  per 
efempio  la  tangente  dell’arco  dato  — a9  e fi  cerchi  la  tan- 
gente dell’arco  doppio,  triplo  ec.  Nella  formola  , che  ab- 
biamo ritrovata  per  la  tangente  della  fomma  di  due  ar- 
chi dati  , in  vece  della  lettera  b fi  ponga  fempre  a , ed 
avremo  la  formola  o efpreffione  dell’  arco  doppio  2 arr  « 

rr  — aa 

Nella  formola  per  la  tangente  della  fomma  dì  tre  archi 
dati  in  vece  di  b , e di  c fi  ponga  per  tutto  a , ed  avre- 
mo l’efpreflìone  dell’arco  triplo  sarr— a*.  Similmente^ 

rr  — iaa  \ 

dell’arco  quadruplo  farà  qar*—^a*rr 

— , 

r4  — <5aarr  a 4 


dell’ 
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dell'arco  quintuplo  farà  far* — io.a*  rr -h  a*  s e cosi  fuc- 

r 4 — 1.0  aarr  +■  fa 4 

celfivamente . 

Quindi  fi  può  formare  la  feguènte  progreffione,  olla 
canone  generale  per  la  tangente  d’  un’  arco  moltiplo  fe- 
condo un  qualunque  numero  intiero  n 


nrn‘la-n.n-i.n-i  ”'3  3-i- «.72-1.72-2.72-3. 72-4  -n.n-T.n-z.n-^.n-q.nf.n-ó  3 ~7 


1.1.5 


a 


i . a . 3 .4. 5 . 6.7 


»■»' 1 J"3  „ , +•  B.K-I.B-2.W-3  «-*  -72.72-1  .72-2.72-$ .72-4.72-5  ”'7 

— ir  n.  . s 


ar 


1 . a 


2,.  3 .4 


1 .1. 3 .4. 5 .6 


: r tr  ce. 


Ritrovata  la  tangente  di  un’arco  moltiplo  fecondo 
un  qualunque  numero  intiero,  facilmente  fi fcioglie  il  pro- 
blema inverfo  ; cioè,  data  la  tangente  di  un’arco,  ritro- 
vare la  tangente  d’ un’ arco  fubmultiplo  fecondo  un  qua- 
lunque numero  intiero  , vale  a dire  dividere  un  qualun- 
que arco  , o angolo  in  quante  parti  11  vuole  eguali  . Im- 
perocché ila  la  tangente  dell’arco  dato  b,  ed  n il  numero  , 
fecondo  cui  fi  vuole  l’arco  fubmultiplo , fi  prenda  la  tan- 
gente ritrovata  per  l’arco  multiplo  per  lo  numero  n , in_» 
luogo  di  a 11  ponga  x , e cosi  x farà  figura  di  tangentu 
dell’arco  fubmultiplo.  Quella  tangente  dell’arco  multiplo 
è adunque  eguale  alia  data  b3  onde  fi  avrà  l’equazione  , 
che  fi  cercava  per  la  incognita  x . 

E (Tendo  adunque  data  la  tangente  b , il  raggio  r , 
farà  l’equazione  della  tangente  per  Parco  fubtriplo 
x>  — 3 bxx — 3 rrx  +-  brr~o  ; per  l’arco  fubquintuplo  farà 
x 3 ■ — fbx* — io  rrx 3 +-  lobrrxx  4-  fr*-x  — br*  zz  o ec. 

T PRO- 
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PROBLEMA  XIV. 


iop.  Ritrovare  un  triangolo  ALO  ( Fig.  34.  ),  ì di 
cui  lati  AO,  LO,  AL  , ed  il  perpendicolo  LI  fieno  in 
geometrica  continua  proporzione . 

Si  prenda  ad  arbitriomn  lato  , per  efempio,  AL  — a, 
e fia  0 L = x , farà  per  la  condizione  del  problema  AO  — sex. 


ed  Ll—aa,  e però  AI—  |/ aa  — a*,  ed  IO—  j/ xx  — a4; 

X XX  XX 


adunque  AI  +■  IO—AO,  cioè  aa — a 4+-  y / xx  — a+—xx, 

xx  xx  a 


o fi4  xx 


X* 

aa 


a 

2XX 

a 


/■ 


■ aa: 

XX 


/ 


■ a*  +■  xx 

XX 


a“  — a1’  , e quadrando  , 

xx 

a*  — aa 

XX 


a 4 , cioè 


XX 


x*+-xx  — aa  — ixx  1 /xx  — a*,  e di  nuovo  quadrando  , 

aa  a xx 


aa 

X*  +-  ZX6  -H  X 4 2JV  4- 


-zaaxx  -h  a* — 4x' 
aa 


~4 aaxx,  e final- 

a 4 aa 

mente  riducendo  al  comun  denominatore  , ed  ordinan- 
do l’equazione , farà  x 8 — za zx6  — a 4 x 4 +-  za 6 xx  +- a 8 — o, 
la  quale  fembra  eflere  dell’ottavo  grado  , ma  fe  il  of- 
ferverà,  ch’ella  è un  quadrato,  fatta  l’effrazione  della.» 
radice,  il  troverà  a?4 — aaxx  — a*—o  , che  è una  qua- 
dratica affetta , e però  trafportato  all*  altra  parte  il  ter- 
mine a 4 , ed  aggiunto  ad  arabi  i membri  dell’  equazio- 
ne 
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ne  a* , ed  e firatta  la  radice  colla  lolita  regola  delle  qua- 

4 

dratiche affette,  farà  a; a? — aa  — +;  y$a*,  ciobxx—aatz  1/5# 4 , 


e finalmente  x — ±l  j/aaii  y 5 # 4 . 

Quattro  adunque  faranno  i valori  della  noffra  inco- 
gnita , ma  fi  avverta  , che  la  quantità  1 / fa4  è maggio- 
re di  aa  , e però  fe  fi  prenda  la  radicale  1 / nega- 
tiva , cioè  — 1/  5 <3 4 , la  quantità  fotto  il  vincolo  radicale 
comune  farà  negativa  , quindi  il  valore  della  x imma- 
ginario , e però  due  valori  faranno  immaginari,  cioè 


x—±_  j/  aa — V 5<a4;  e due  reali,  cioè  x — tz  j /aa+-  y ja+9 

Z Z 

ambi  eguali , ma  pofitivo  l’uno  , e negativo  l’altro. 

Sull’indefinita  AQ  fi  prenda  AL  — a,  LC—a  y 5 , e 
CB—a , e defcritto  fui  diametro  AB  il  femicircolo  AFE, 

Z 

fi  erigga  la  perpendicolare  CF , farà,  per  la  proprietà  del 
circolo,  CF—i/aa  4-  aa  y$  — x.  Divifa  per  metà  AC  in  H, 

X 

col  centro  A , raggio  AH—a+-y$aa—xx  fi  deferiva-. 

z a 

l’arco  HO  , dal  punto  L fi  tiri  LO  — CF,  e terminata  all’ 

v 

arco  HO,  e fi  conduca  AO , e la  perpendicolare  LI,  farà 
ALO  il  triangolo  ricercato.  Imperocché  effendo  AL  — a, 

LO—,x—^/aa+-aay^,  AO—AH  — xx  — a+~  y 5 aa , farà 


T 2 


AO. 
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AO , LO::  LO,  LA.  Ma  i due  quadrati  di  A L , e di  LO 

prefi  afiieme,  cioè  aajt~  aa  +•  aa  W 5 , fono  eguali  al  qua- 

2 

drato  di  ^0,  cioè  6 'aa+-  za  V $aa , adunque  l’angolo  JLO 

4 

è retto,  e però  farà  ^0,  LO  ::  LI  ; ma  perchè  è 

pure^O,  L 0 : : L 0 , L farà  anche  LO , LA::LA,  LI, 
il  che  ec.  L’altro  valore  negativo,  che  è. eguale  al  poiiti- 
vo,  fervirebbe  per  la  corruzione  aldi  folto  della  linea  AB. 

PROBLEMA  XV. 


no.  Divìdere  in  tre  parti  eguali  un  dato  angolo  l 

Tre  cafi  comprende  il  propofto  Problema  ; l’uno 
quando  l’angolo  dato  fia  retto  ; l’altro  quando  Ila  ottufo; 
ed  il  terzo  quando  fia  acuto . 

In  primo  luogo  fia  (Fig.  35.  ) l’angolo  retto  MAB , 
che  fi  fupponga  divifo  in  tre  parti  eguali  dalle  rette  AC , 
AD,  e fia  AB  — a,  ed  alzata  in  B la  perpendicolare  BC, 
prodotta  incontri  in  D la  AD,  e dal  punto  O li  conduca. 
DM  parallela  ad  AB  , e fi  chiami  BC—x,  farà  AC  — 

V aa  +-  xx,  ma  poiché  l’angolo  CAD  deve  élfere  eguale-, 
all’angolo  DA  M,  e per  le  parallele  AM  ,BD  l’angolo 
D A M è eguale  all’angolo  A DC,  faranno  eguali  gli  an- 
goli CD  A , C A D ; e però  C D — CA  — v aa  4-  xx , quindi 

BD  — X+-  V aa*- xx  - Ma  devono  effere  in  oltre  eguali 

i due 


ANALITICHE.  *49 

i due  angoli  BAC , CAD,  o fia  CDi,  e però  ne*  due., 
triangoli  B DA,  CAB  farà  l’angolo  CAB  eguale  all’ango- 
lo B DA , e l’angolo  B retto  è comune  , adunque  anche-, 
il  terzo  BCA  - BAD , e però  Umili  i triangoli  ; quindi 

averemo  AB,  BC  : : BD,  AB,  cioè  a,  x : : x +-  Yaa  +-  xx,  a, 

e però  l’equazione  aa  — xx x Vaa  +-  xx , e trafportando 
il  termine^, e quadrandosfarà^A:»+  x+zza*  — 2aaxx+  x+, 

cioè  3 aaxx—a*,  e finalmente  x — ±^yaa. 

3 

Si  produca  AB  in  S,  onde  fia  BS—ABzz  ai  fui  dia- 

3 3 

metro  AS  fi  deferiva  il  femicircolo  ACS,  l’ordinata  BC 

farà  zzy'aa—x.  Condotta  adunque  A C al  punto  C,  e pre- 
3 

fa  CD  —AC,  e condotta  AD,  farà  il  dato  angolo  divifo 

in  tre  parti  eguali  . Imperocché  efiendo  B C—yaa , farà 

3 

A C -}/  ^aa  - CD  , ed  AD  - ^ AB  -h  B D = 

3 

jKaa  -4-  Saa  +»  ggj/^aa  — la , e però  AD,  AB  2 a,a\:  2,  1; 

3 9 

e DC,  CB  :: y^aa , y 'aa  :t  2,  1 , cioè  nella  medefima_» 

3 3 

ragione  di  AD,  AB  ; adunque  , per  la  terza  del  fedo 
d’Euclide  , l’angolo  BAC—  CAD , e per  edere  CD  — CA , 
farà  pure  l’angolo  CAD— C DA — DA  M,  il  che  ec. 


I! 
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Il  valore  negativo  , che  al  pofitivo  è eguale  , fervi- 
rebbe  per  la  dividono  dell*  angolo  mAB. 

Sia  l’angolo  BA  M.  ottufo  (Fig.  3 6.)  , condotta  paral- 
lela ad  AM  la  BD,  e fatto  il  redo  come  fopra  , fi  tiri 
A R normale  a BD . Poiché  l’angolo  A BD  è noto  , per 
edere  il  fupplemento  del  dato  MAB , e hangoìo  R è rejr 
to  , ed  è data  la  AB  , farà  pure  nota  ancora  la  B R , che_* 

fi  chiami  — b , e però  A R =?vaa  — bb , OR  — x — b,  A C— 

Vaa  — 2 bx  4-  xx  — CD  5 BD^x  4-  Vaa  — 2bx  4-  xx , quin- 
di per  i triangoli  fimili  ABC,  AB D farà  AB,  BCr.BD, 

BA,  cioè  a,  x 1:  x +■  Vaa  — %bx  +■  xx,  a,  vale  a dire^> 

aa  — xx  -h  x Vaa  — 2 bx  4-  xx  , e levando  Pallmmetrìa^  a 
zbx1  — \aaxx  4-  a*—o,  equazione  folida  del  terzo  grado  a 
che  per  ora  fi  lafcierà  da  me  intatta  . 

Sia  finalmente  l’angolo  BAM  acuto  (Fig.  37.)  , la_« 
perpendicolare  dal  punto  A a.  DB  prodotta  caderà  al  di 
lotto  del  punto  B in  R , e però  farà  R C—  b 4-  x , AC  — 

— Vaa  4-  2 bx  4s  xx  , quindi  ripetuto  Io  fleffo  difeorfo  del 
cafo  antecedentesaveralfi  l'equazione  ibx 3 4-  3 aaxx 
diverfa  dall'antecedente  falò  ne’  fegni  ec„ 


CAPO 
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CAPO  III. 

Della  corruzione  de * luoghi , e de ’ Problemi  indeterminati  , 
che  non  eccedono  il  fecondo  grado  . 

in.  CJofa  fieno  i problemi  indeterminati,  e come  efig- 
gano  le  due  incognite  fi  è veduto  al  num.84.  Dal  variarli 
adunque  in  infiniti  modi  il  valore  di  una  delle  due  inco- 
gnite , in  altrettanti  infiniti  modi  pure  fi  variano  i valori 
dell’altra  , quindi  chiamanfi  elle  le  variabili  dell’  equazio- 
ne o del  problema  , e la  relazione  loro  o fra  la  legge  , 
che  oflervano , viene  efpreda  dall’  equazione  . Per  tanto 
l’equazione  bx  — ay  ci  fa  fapere  , che  variandoli  la  x , fi 
varia  altresì  la y , ma  con  tal  legge,  che  la  ileda  x abbia 
fempre  però  alla  y la  collante  ragione  della  a alla  b ; Così 
l’equaz'one  ab~xy  efprime  la  legge,  che  il  prodotto  delle 
due  incognite  fia  fempre  collante , ed  eguale  al  prodotto 
di  a in  b ; L’equazione  a x — yy  efprime  , che  il  quadrato 
della  y debba  fempre  edere  eguale  al  rettangolo  della  x 
nella  collante  a , e così  dì  tutte  l’altre  fi  difeorra  . 

112.  Una  delle  due  incognite  , per  efempio  x,  deve 
avere  origine  da  un  punto  fidò  , e fi  prenda  fopra  una_. 
retta  indefinita  , indi  fe  fidato  per  quella  un  determinato 
valore,  dall’  ellrem  ita  fi  alzi  un’altra  retta  nell’angolo 
dato  del  problema  , e fi  prenda  di  tale  grandezza  , di 
quanta  deve  edere  l’altra  incognita  y per  la  natura  dell’ 

equa- 
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equazione  relativamente  al  valore  fidato  per  la  x , e ciò 
fi  vada  replicando  per  ogni  vario  valore  , che  fi  sdegni 
alla  x ; la  linea  , che  patterà  per  le  ettremità  di  tutte  le»* 
y , fi  chiama  il  luogo  dell* equazione  . La  incognita  , che 
dal  punto  fitto  fi  prende  fulla  retta  indefinita , fi  dice  l’Af- 
fitta  , e l’altra  in  angolo  l’Ordinata  ; ed  ambe  attìeme  di- 
confi le  Coordinate  dell’equazione  . 

Fatta  adunque  , rifpetto  all’  equazione  hx  — ay,  full’ 
indefinita  A M(Fìg.  38.)  la  AB  — a , ed  alzata  in  qualun- 
que angolo  la  B C — b,  fe  fi  prenda  xz=.ADy  farà  la  quar- 
ta proporzionale  parallela  a.BC,  cioè  DE=:y;  e prefa.*, 
x^AFy  farà  F G —y ; prefa  x — AK,  farà  KH—y , e cosi 
d’infinite  altre  , e la  linea  , in  cui  trovanfì  tutti  gl’  infiniti 
punti  C,  E,  G,  H ec.  in  quefio  modo  determinati  , farà 
il  luogo  dell’  equazione  bx—.ay «. 

Nello  fieflo  modo  rifpetto  all’equazione  ax—yy  ( Fig . 
39.)  fe  fi  prenda  x—  A By  e B C eguale  alla  Vax,  cioè  me- 
dia proporzionale  fra  AB , e la  data  a , farà  BC—y  ; e_* 
prefa  x — AD , e D E media  proporzionale  fra  A D , ed  ay 
farà  DE~y;  prefa  xzz  AG  y e GF  media  proporzionale 
tra  AG  ed  a , farà  GF~y  ec.  ; ed  i punti  Cy  E , F , ed 
altri  infiniti  in  fimil  modo  determinati  formano  la  linea»* 
ACEF , che  è il  luogo  dell’equazione  ax~ yy  , e medefi- 
mamente  s’intenda  d’ogni  altra  equazione  . 

1 1 3.  Dalla  diverfa  legge,  che  efprime  l’equazione»*, 
cioè  dalla  diverfa  relazione  s che  tra  fe  anno  le  due  inco- 
gnite , diverfe  nafcono  le  linee  e di  genere  , e di  grado  , 

o ila 
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o fia  i luoghi  di  modo,  che  è facile  a vedere  , che  il  luo- 
go dell’equazione  bx~ay  farà  una  linea  retta  ; impercioc- 
ché avendo  la  y alla  x una  cortame  ragione  , per  ertere_* 
yzzbx,  una  qualunque  E D ( Fig . 38.)  farà  zd  AD,  come 

a 

una  qualunque  altra  FG  ad  AF , e però  limili  faranno  i 
triangoli  AED,AGF\  il  che  verificandoli  di  qualunque 
altro  punto  H ec.  bifognerà  , che  per  neceffità  effi  punti 
fieno  in  una  retta  linea  . Ma  l’equazione  ax  ~ yy  efigge_, 
non  già  , che  (Fig.  35».)  le  BC,  DE  ec.  , ma  bensì  i loro 
quadrati  abbiano  una  collante  ragione  alle  corrifpondenti 
AB , AD  ec. , onde  è , che  non  faranno  in  una  retta,  ma 
in  una  curva  i punti  C,E,  F,  ec.  Così  una  curva  di  ge- 
nere da  quella  diverfo  farebbe  il  luogo  dell*  equazione^ 
xy-ab  ; ed  una  curva  di  genere,  e di  grado  diverfo  il 
luogo  di  quell’ altra  a*  ~ xl zzy* , ed  altre  infinite  . 

1 14.  Qualunque  volta  l’equazione  non  contenga  in_. 

alcun  termine  nè  il  quadrato,  o potertà  maggiore  dell’una 
o dell’  altra  incognita,  nè  il  prodotto  di  erte  , il  luogo  farà 
Tempre  una  linea  retta  , -y 

11 5.  E quando  nell’equazione  vi  fia  il  quadrato  dell’ 
una  o dell’altra  , o d’ambe  le  incognite  , o il  rettangolo 
loro  , o pure  e quelli , e quello  , comunque  fiali  , ma_, 
però  nertun  termine  contenga  potertà  maggiore  del  qua- 
drato di  effe  incognite  , o prodotto  maggiore  del  rettan- 
golo ; vale  a dire  , in  nertun  termine  le  incognite  o fole  , 
o alfieme  moltiplicate  eccedano  la  feconda  dimeninone  , 

V il 
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il  luogo  farà  Tempre  una  delle  Sezioni  Coniche  d’Apollo» 
nio  . Nè  meglio  li  potranno  dimoflrare  quelle  verità  , 
quanto  col  coftruire  attualmente  tutte  le  varie  equazioni 
di  tal  natura  . 

116.  Le  equazioni,  che  contengono  le  incognite  ad 
una  fola  ditnenfione,  cioè  i luoghi  alla  linea  retta,  li  chia- 
mano luoghi  , o linee  del  primo  ordine  , quelle  che  o 
fole  , o affieme  moltiplicate  le  contengono  a due  dimen- 
fìoni,  cioè  i luoghi  alle  fezioni  coniche,  fi  chiamano  luo-- 
ghi  o linee  del  fecondo  ordine  , e però  curve  del  primo 
genere  ; fi  dicono  linee'  o luoghi  del  terzo  ordine,  e però 
curve  del  fecondo  genere  quelle  equazioni  , nelle  quali  le 
incognite  afcendono  alla  terza  dimenfione  , e cosi  fuccef- 
fivamente  . 

V 

1 17.  E quanto  ai  luoghi  alla  linea  retta  ; fi  compren* 
dono  effi  tutti  fotto  quefie  equazioni  . 

y — ax 

ir 

- y — — ax 

T~ 

y — ax  +-  c 

1~  " \ 
y — — ax  —c  • ? 

~T~  , •.  ! 

y — ax  c 

b 

y — — ax  4-.  c 


giae~ 


b 
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giacché  con  la  moltiplicazione  -,  e divifione  fi  può  Tempre 
ridurre  la y ad  eflere  libera  da  frazioni,  e coefficienti  . 

Per  a s’intenda  l’aggregato  di  tutte  le  quantità  note  , che 
T - - 

moltiplicano  la  x , e per  c l’aggregato  di  tutte  le  quantità., 
che  formano  il  termine  collante  . 

Per  co  11  tiri  re  le  prime  due  ; fulla  A D indefinitamen- 
te prodotta  d’ambe  le  parti  fi  prenda  ABzzb , e fi  alzi 
B Czz  a , ( Fig.  40.  ) che  faccia  l’angolo  ABC , che  devono 
fare  le  due  variabili  del  problema  ; per  i punti  A , C fi 
conduca  una  retta  indefinita  HE,  farà  ella  il  luogo  delle 

due  equazioni  y ~ ax , y zz  — ax ; imperciocché  prefa  una— 

b y 

qualunque  A D zzx,  e condotta  D E parallela  a B C , farà 

DEzzaxzzy,  e prefa  AFzz  — x,e  condotta  FH  parallela 
T 

a B C , farà  FHzz  — qx  zzy . 

b 

La  terza , e quarta  fi  cofiruiranno  cosi  : Parallela- 
mente  a BC  fi  prenda  A NzzAMzzc , e fi  conducano  NK, 
MG  indefinite , e parallele  ad  HE,  farà  NK  il  luogo  del- 
la equazione yzzax  +-  e,  ed  MG  il  luogo  dell’  equazione-» 
~T~ 

y ré—  ax  — e ; poiché  , prefa  AD  z z x,  farà  DE  zz  ax  , 
' T~  . ~T 

ma  è E X- A Nzz c ( fatta  D K parallela  a.  BC)  dunque.» 
D Kzz ax  +■  czzy;  e prefa  A F zz  — x , e fatta  FG  parallela 
T 

a BC , farà  FGzz  — ax  — czzy . 

~b~  V 2 Rif- 


i5<*  INSTI -TURIONI 

Rifpetto  alla  quinta  ; fatto  lo  fiefiò  triangolo  ABC , 
( Fig.  41.  ) e prodotte  indefinitamente  le  A E , AD,  fi 
abbaili  AM~c  , e parallela  a BC;  indi  dai  punto  M fi 
conduca  MK  indefinita  parallela  ad  AE,  che  incontre- 
rà in  Q la  retta  AD,  farà  QK  il  luogo  dell’equazione 

y — ax—c\  imperocché , prefa  una  qualunque  AD  zz  x , e 
T 

fatta  DE  parallela  a BC,  farà  DE~ax ; ma  KE  — AM—cì 

1 

dunque  DK~ax  — czzy  . La  porzione  QM  fervirà  quan- 
T 

do  ax  fia  minore  di  c , cioè  quando  x fi  prenda  mino- 
T 

re  di  A Q , o fia  minore  di  bc , poiché  in  quello  cafo 

a 

la  y farà  negativa  , e però  dovrà  prenderli  al  di  fotto 
di  AD,  cioè  in  fenfo  contrario  della  DK. 

Finalmente  per  l’ultima;  fatta  ABzzb , BC~a , 

( Fìg.  42.)  e l’angolo  ABC  eguale  al  fupplemento  dell’ 
angolo,  che  devono  fare  le  due  variabili  del  problema, 
fia  AM—c  e parallela  a.  BC,  e fi  tiri  MQR  parallela 
ad  AC , che  taglierà  AB  prodotta  in  Q , farà  MQR  il 

luogo  dell’equazione  yzzc  — ax  ; poiché  , prefa  una  qua- 

T 

dunque  AD~x , e fatta  DE  parallela  a BC,  farà 
DE—ax,  ma  prodotta  ED  in  K , farà  E K — AM~c  , 

b 

adunque  D K — c-~ax_—y  . Che  fe  fi  prenda  W maggio- 

T 


re 
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re  di  AQ,  per  efempio  —AI,  farà  IT—  ax^,  e però 

b 

c^-ax  quantità  negativa  —y—IP  prefa  appunto  in  fenfo 

T 

contrario  della  DK,  e la  indefinita  MRW  luogo  dell’ 
equazione  propofta  nell’ uno,  e nell’altro  cafo. 

11 8.  Occorre  alle  volte  , che  nella  foluzione  di  un 
qualche  problema  , il  di  cui  luogo  fia  alla  linea  retta , 
o l’una  , o l’altra  fparifee  delle  due  variabili  , e non_. 
entra  nell’equazione  , in  quelli  cali  il  luogo  farà  alla_. 
perpendicolare  , o alla  parallela  alla  data  retta  , fopra_. 
di  cui  fi  prendono  le  affilTe  , fecondo  che  o l’ ordinata 
fparifee  , 0 1*  affilia  . 

Eccone  due  Efempj  : 

Data  la  retta  AB,(  Fig.  43.  ) fi  ricerca  il  luogo  de* 
punti  M fuori  di  effa  tali  , che  condotte  le  rette  MA  , 
MB  alle  eftremità  di  AB  , fia  fempre  MA— MB.  Prefa 
una  qualunque  AH~x,  fi  alzi  HM—y,  e fatta  AB  — a, 

far .kHB  — a — x , AM—Vxx  -^yy , BAI—  Vaa—  2 ax+-  xx-h yy  s 

e però  l’ equazione  V xx  +-'yy  — Vaa  — 2 ax  4-  xx  -vyy  , c 
quadrando  , xx  +•  yy—aa—  2 ax+-  xx  +•  yy  , cioè  a — x , 

z 

in  cui  la  y è fparuta  , e la  x è rimafta  determinata;  e 
ciò  vuol  dire  , che  prefa  x eguale  alla  AH  metà  di 
AB  , e dal  punto  H alzata  la  perpendicolare  indefinita, 
ogni  punto  di  efia  foddisfarà  alla  queffione,e  però  efia 
farà  il  luogo  ricercato  , 


Sieno 
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Sieno  date  di  pofizione  le  parallele  CG,  AP , 

( Fig.  44.  ) e tra  effe  fi  cerchi  il  luogo  di  tutti  i punti 
M tali , che  condotta  MP  perpendicolare  ad  AP , ed 
MG  , che  faccia  l'angolo  MGC  eguale  a un  dato  AEC , 
fìa  Tempre  MP  ad  MG  nella  collante  ragione  di  # alla 
b . Chiamata  la  diftanza  ACzzc  , APzzx,  P M—y  , e 
prodotta  PM  in  F , farà  FMzzc~~y  , ma  poiché  è dato 
l’angolo  AEC , e l’angolo  A CE  è retto,  ed  c dato  il 
lato  A C , farà  anche  noto  il  lato  A E , che  fi  chiami  —f. 
Ora,  per  la  fimìlitudine  de’ triangoli  A CE,  FMG,  farà 
AC , A E ::  MF,  MG,  cioè  c c—  y , cf-fy  — MGj 

c 

ma  deve  in  oltre  effere  PM , MG  ::  a,  b,  dunque 
farà  y , cf—fy  ::  a , b ; e però  bcy~acf—*afy,  o ila 

c 

y—  ac f ; ed  ecco  l’equazione  fenza , che  v’entri  l' in» 

bc  a f 

cognita  x . Adunque  prefa  comunque  fi  voglia  la  x, 
farà  Tempre  collante  la  y , ed  eguale  ad  acf  , e però 

&<?+.  af 

condotta  la  indefinita  B M parallela  ad  A P , e diffamo 
da  ella  AP  quant’  b acf , farà  effa  il  luogo  cercato 

b c -f-  af 

119.  Spiegate  le  collruzioni  dei  luoghi  alla  lineai 
retta  , vengono  le  coflruzioni  delle  equazioni  del  fecon- 
do grado  , cioè  de’  luoghi  alle  Sezioni  Coniche  • E qui 
fuppongo  prima  informati  abbaffanza  i Lettori  delle 
principali  proprietà  geometriche  di  effe  fezioni  del  co- 

no  , 
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no  , per  indi  formare  le  prime  e più  femplici  equazio- 
ni di  effe  curve  , alle  quali  femplici  equazioni  fi  polla- 
no poi  ridurre  e rapportare  , coi  metodi  da  fpiegarfi , le 
equazioni  più  complicate  . 

Ed  in  primo  luogo  fi  fa  , che  nel  circolo  una  qua- 
lunque ordinata  è media  proporzionale  tra  i fegmenti 
del  diametro  ; cioè  , che  il  quadrato  di  effa  è eguale  al 
rettangolo  degli  ffeffi  fegmenti . Se  adunque  nel  circo- 
lo M K CN  ( Fig,  45.  ) fi  farà  il  raggio  AC—a , e dal 
centro  A una  qualunque  affìffa  AB- -x  , e l’ordinata-, 
BD  perpendicolare  —y,  farà  MB~a+-x,  BC-a  — x, 
e però  MB  X,BC—aa  — xx;  adunque  farà  yyzzaa  — xx , 
equazione  al  circolo  rifpetto  al  quadrante  KC.  Ma  poh 
chè  la  fiefla  proprietà  fi  verifica  anche  , prefa  per  ordi- 
nata BE  9 cioè  l’ordinata  negativa  — y , e tanto  il  qua- 
drato di  y , quanto  di  — y è yy , adunque  la  fiefla  equa- 
zione compete  ancora  al  quadrante  CN  . Che  fe  fi 
prendano  le  aflìffe  negative,  come  AH—  — x le  or- 
dinate HF—y  s HGzz — y , il  quadrato  loro,  cioè  yy  fa- 
rà in  ambi  i cafi  eguale  al  rettangolo  MH\HC , ma 
quando  fìa  AH  — — x,  farà  CH—CA*-AH~a  — x,  ed 
MH—AM — AH—a+-  x , per  le  regole  della  fomma  , 
e fottrazione  ; e però  il  rettangolo  MHX  FIC  farà 
act  — xx,  adunque  yy  — aa  — xx  è l’equazione  fempliciflì- 
ma , che  compete  a tutto  il  circolo  del  raggio  a , pren- 
dendo le  aflìffe  dai  centro  . 

Se  fi  prenderanno  le  aflìffe  non  dal  centro  A , 


ma 
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ma  dall’eftrémità  M del  diametro  , fatta  una  qualunque 
MH , o MB  eguale  ad  x , farà  H C,  o B C—  za — x , ed 
il  rettangolo  de’  fegmenti  eguale  a zax  — xx  ; ma  il  qua- 
drato dell’ordinata  si  pofìtiva  , come  negativa  è yy  , 
adunque  farà  yyzzzax — xx , equazione  femplicifllma  del 
medefimo  circolo,  prendendo  le  afflile  non  dal  centro , 
ma  dall’ elirem  ita  del  diametro  . 

Per  la  quantità  0,  che  efprime  il  raggio  , s’inten- 
da una  qualunque  quantità  data  femplice,  o compleffa  , 
intiera , o rotta  , razionale  , o forda  di  modo  , che., 

yy—aa — bb — xx  farà  il  circolo  del  raggio  eri x aa — bb; 
yy  — aab  ■ — xx  farà  il  circolo  del  raggio  rr  j/  aab  ; 

m m 

yy  — aVab — xx  farà  il  circolo  del  raggio  ]/ 'a  k'  ab  ; 
cosi  yy  — zax  — bx- — xx  farà  il  circolo  del  diametro 
2 a — b , o fia  del  raggio  za  — b ; yy  — aax+-abx  — xx  fa- 

z b 

xà  il  circolo  del  diametro  p aa+ab  ; yy  — xVàb  — xx 

_____ 

farà  il  circolo  del  diametro  ~\ x ab  ec. 

E’  manifelìo , che  fe  nell’  equazione  yy~aa — bb- — xx  s 
ed  in  tutte  le  altre  fintili  , la  quantità  b foffe  maggiore 
di  a,  effendo  allora  aa  — bb  quantità  negativa,  il  circo- 
lo farebbe  immaginario  / poiché  fe  yy  rr  aa  — bb  — xx , è 

anche  y rr  w aa — bb — -xx  ; ma  quando  aa  — bb  Ila  quan- 
tità negativa , y è eguale  a radice  quadrata  di  quantità 
negativa,  e però  immaginaria.  per 
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Per  la  Reda  ragione  degl’ immaginar]  non  può  nell’ 
equazione  yy — lax  — xx  la  affida  x prenderfi  negativa, 
imperciocché , prefa  x negativa  , farebbe  negativo  il 
termine  lax  , e però  l’equazione  yy  — — iax  — xx  , cioè 

y — V — 2 ax  — xx  quantità  immaginaria  . 

120.  La  primaria  proprietà  della  Parabola  Apollo- 
niana  è , che  il  quadrato  di  una  qualunque  ordinata  fia 
eguale  al  rettangolo  del  parametro  nell’ affida  full’ affé  * 
fe  l’angolo  delle  coordinate  è retto,  o fui  diametro,  fe 
effo  angolo  è obbliquo  . Adunque  chiamato  il  parametro 
—a  , una  qualunque  affida  AB—x,(  Fig.  46.  ) la  corrjf- 
pondente  ordinata  pofitiva  BC~y  , e la  negativa^ 
BD~  —y  , farà  yy  il  quadrato  tanto  di  B C , quanto  di 
JBD,  ed  a x farà  il  rettangolo  del  parametro  in  A B , 
adunque  yy~ax  è l’equazione  fempliciffima  , che  com- 
pete alla  parabola  del  parametro  —a  , in  cui  è chiaro  , 
non  poterfi  prendere  le  affffe  x negative  per  cagione 
degl’ immaginar] . E qui  pure  per  la  quantità  a , che^ 
efprime  il  parametro  , s’intenda  una  qualunque  quantità 
data,  in  cui  fia  moltiplicata  l’ affida  x di  modo  , che_, 
aax±,  bbx—yy  farà  la  parabola  del  parametro  — aa±?  bb; 

C C 

xV ab— yy  farà  la  parabola  del  parametro  ~V ab  ec. 

Se  la  parabola  foffe  diverfamente  polla  , ( come 
nella  Fig.  47.  ) e filila  Reda  AB  dal  dato  punto  A fi 
voleffero  le  x , farebbe  l’equazione  xx  — ay  , in  cui  fi 
poffono  prendere  le  x pofitive  e negative,  ma  folo  pofi- 
tive  le  y.  X 


121. 
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12  r.  Sieno  le  oppone  Iperbole  riferite  agl’ all!  , o 
diametri  , fecondo  che  eretto,  o obbliquo  l’angolo  delle 
coordinate,  e ila  CB  ( Fig.  48.  ) l’a(Te  , o il  diametro 
trafverfo , HE  il  conjngato  . Per  la  nota  proprietà  dell" 
iperbola  , prefo  un  qualunque  punto  D,  ed  alzata  D M 
parallela  ad  HE,  deve  edere  il  rettangolo  di  CDXDB 
al  quadrato  di  DM,  come  il  quadrato  di  CB  al  qua- 
drato di  HE.  Adunque  chiamata  CBzzza,  HEzzib, 
e dal  centro  A prefa  una  qualunque  AD  — x,  DM 
pofitiva  —y  , DM  negativa  ——y  , farà  CDzza-hx  , 
BD  — x — a,  e però  , per  la  detta  proprietà  , xx  — aa  , 
yyw^aa,  4 bb  ; cioè  xx  — aa  — aayy  . E prefa  Ad  negati- 
li 

va  22—  x , e le  ordinate  come  l'opra,  farà  B dm  — x +-  a, 
C d~  — x — a , ed  il  rettangolo  di  BdX  dC~xx—  aa  ; 
onde  nella  (Iella  maniera  avraffi  aayyzzxx  — aa,  equazio- 

bbr 

ne  fera  pii  ci  (firn  a , che  efprime  le  due  intere  oppade_» 
iperbole  riferite  agl’ affi  o diametri,  prendendo  le  affiffie 
dal  centro  . E fe  fi  prenderanno  le  affiflè  dal  vertice  C, 

avraffi  l’analogia  ( per  la  della  proprietà  ) xX  x-~  2 a , 

yy::4aa,  4 bb  ; cioè  l’equazione  — 2ax +■  xxzzaayy  . E 

~bT 

prefe  finalmente  le  affifie  dal  vertice  B,  avraffi  x\  za  +x, 
yyw^aa,  4 bb  ; e però  l’  equazione  zax  +•  xx^zaayv  . 

~TT 

E’  anche  proprietà  primaria  delle  óppofìe  iperbole, 

che 
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che  lo  fieffio  rettangolo  di  CD\DB  , prendendo  le 
afflile  pofitive  , e di  BdX  dC , prendendo  le  affiffie  ne- 
gative, fi  a al  quadrato  dell’ordinata  si  poltriva,  che  ne- 
gativa , come  l’affie  , o diametro  trafverfo  al  parame- 
tro adunque  chiamato  efio  parametro  zzp , ed  il  redo 
come  l'opra , farà  xx-~  aa  ,yy  ::  Za,  p ; cioè  zayy  zzxx  -,  aa, 

~T 

equazione  fempliciffima  , che  efprime  intere  le  due  op- 
pofie  iperbole  riferite  al  parametro  , prefe  le  affilile  dal 
centro;  e prefe  le  affiffie  dal  vertice  C , farà  l’equazio- 
ne zayyzaxx  — zax;  e prefe  finalmente  le  affiffie  dal  ver- 
P~ 

lice  B f farà  zax+-  xx—  rayy . 

f 

Se  le  iperbole  fono  equilatere  , poiché  in  quello 
cafo  i due  affi,o  diametri  fono  eguali  tra  loro,  ed  egua- 
li al  parametro,  l’ una  e l’altra  equazione  farà yyzzxx  — aa, 
prefe  le  affiffie  dal  centro  *,yy  — zax  4-  xx  , prefe  le  affiffie 
dal  vertice  B ; ed  yy  = — zax  xx  , prefe  le  affiffie  dal 
vertice  C.  Per  la  quantità  aa  s’intenda  un  qualunque 
piano  in  qualfivoglia  modo  compleffò  , come  pure  per- 
la quantità  bb  -,  e per  za,  ficcome  pure  per  p s’intenda 
una  qualunque  linea  , di  modo  che  nell’  equazione 

aa-\-jfX  yy  — xx  — aa—ff  farà  Vaa  + jf  il  femiaffe  y o 
bv  ab 

femidiametro  trafverfo  , e zVaa+-jf  tutto  l’affe  , o dia- 
metro trafverfo  , ficcome  V bv  ab  il  femiaffie,  o ffimidia- 

X 2 


metro 
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metro  confugato  , e zVbV  ab  tutto  TalTe  , o diame- 
tro conjugato  ; nell’equazione  a%yy  — xx — cF  farà }/ a 3 il 

bbo  C c 

femialTe  , o femidiametro  trafverfo  , e b il  coniugato  ; 
nell’equazione  xx  — bx  — byy  farà  b il  femialTe,  o femi- 

c jf.r.1 

diametro  trafverfo  , e <?+  m il  parametro  ; nell’equazio- 
ne zyyV aa  — bb~xx  — aa+-  Ib  farà  z\ / aa—bb  TafiTe,  o 

a — b 

diametro  trafverfo  , a — b il  parametro  ec. 

Se  le  oppofie  iperbole  folTero  diverfamente  polle  , 
come  nella  Fig.  49. , e Tulio  Hello  diametro  CB,  egua- 
le a za  , prodotto  lì  voIelTero  le  x pofitive  , e negati- 
ve dal  centro  A ( elTendo  HE~zb)  , farebbe-, 
l’equazione  yy-bb  — bbxx  . 

aa 

122.  Nell’iperbola  fra  gfafintoti  ( Fig.  50.)  il  ret- 
tangolo di  una  qualunque  AB  prefa  full*  afintoto  bB 
nella  BC  ordinata  parallela  all’  afintoto  MN  , o dj 
A bXbc  , è fempre  collante  , cioè  eguale  ad  un  rettan- 
golo noto  ; e però  fatta  AB  — x , B C—y  , ed  il  noto 
rettangolo  —ab  , farà  xy  — ab , e prefa  Ab  negativa-. 

> ~ — x,  e bc  negativa  y , il  rettangolo  di  Ab\bc 
farà  pure  xy  , e però  xy—ab  l’equazione  fempliciffima 
delle  oppofie  iperbole  frà  gl’ afintoti  . E’  chiaro  , che_# 
l’equazione  — xy—ab,  o xy  — — ab  fervirà  per  le  iper- 
bole oppofie  negl’ angoli  BAM,  bAN , elTendo  fempre 
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una  delle  coordinate  poltriva,  e l’altra  negativa,  e però 
il  loro  prodotto  negativo  . 

123.  Nell’Ellifft  CEBH  ( Fig.  51.  ) prefa  dal  cen- 
tro A una  qualunque  AD  full’ affé  o diametro  tralverfo 
CB,  e condotta  DM  parallela  all* affé  o diametro  con- 
iugato EH,  deve  effere,  per  la  nota  proprietà,  il  ret- 
tangolo di  CDX  DB  al  quadrato  di  DM,  come  il  qua- 
drato dell’ affé  o diametro  trafverfo  CE  al  quadrato  del 
eonjugato  HE.  Adunque  chiamata  CB  — aa,  HE— ab, 
e dal  centro  A prefa  una  qualunque  AD  — x,  e fatta.. 
D M poltriva  —y,  DM  negativa  ——y,  farà  CD  — a^-x% 
DB-a  — x , e però  aa~~xx,  yy  ::  qaa  , 4 bb  ; cioè 

aayy-aa~  xx  . E prefa  Ad  negativa  — ~x,  e le  ordi- 
~bb 

nate  , come  fopra  , farà  Bd  ~ B A 4-  Ad  — a — x , 
d C — A C—  Ad  — a-hx,  e però  il  rettangolo  di  BdXdC 
farà  pure  aa  — xx  , onde  medefimamente  avraffi 
aa  — xx—aayy,  equazione  femplicifftma  dell’  elli (Tì , prefe 

bb 

le  affiffe  dal  centro  ; e fe  fi  prenderanno  le  afflile  dal 
vertice  C,  avrafft  l’analogia  a.jx~xx  , yy.\\%a,  4 bb;  e 

però  1*  equazione  aayy  — ìax  — xx . 

HAT 

E’ anche  proprietà  nota  dell’Eliiffi,  che  gli  fleffi  ret- 
tangoli fieno  ai  quadrati  delle  corrilpondenti  ordinate..  , 
come  l’affe  o diametro  trafverfo  al  parametro  ; adunque 
chiamato  effo  parametro  —p,  ed  il  rimanente  come  fo- 

* 
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pra  , farà  aa  — xx , yyr.za,  p;  e però  2 0yzzaa~*xx9 

equazione  ferciplieiffima  dell* ellifli  riferita  al  parametro, 
prefe  le  afTuTe  dal  centro  ; e prefe  le  affitte  dal  vertice  C , 
farà  l’equazione  dell’ ellifli  riferita  al  parametro  2 ayyzz 

t 

2ax  — - xx  . 

Se  i due  affi  fo fiero  eguali  tra  loro,  nel  qual  cafo,  fo- 
no anche  eguali  al  parametro,  l’ una,  e Faina  equazione 
farebbe  yy~aa^-xx  , prefe  le  affitte  dal  centro  , e 
2 ax-xx—yy  , prefe  le  affifse  dal  punto  C , Ma  parlando 
di  atte,  e non  di  diametro,  gl’ angoli  delle  coordinate^ 
fono  retti  ? quindi  l’ elliffi  palla  ad  e Aere  un  circolo  del 
raggio  zza. 

La  offervazione  fatta  nelle  iperbole  intorno  alle  quan- 
tità date  aa,bb,  2a , e p,  rifpetto  a’  diametri , e parame- 
tro , fi  faccia  egualmente  nell’ elliffi,  fenza  altro  ripetere 
le  cofe  da  fe  troppo  chiare , 

124.  Nelle  equazioni  adunque  dell’ iperbole  , e dell* 
elliffi  riferite  agl’  affi  , o diametri  , prefe  le  affitte,  dal . 
centro , come 

aayy  zzxx-r-aa^ 

nr 

aayy  — aa  — xx , 
bb 

la  radice  quadrata  del  termine  collante,  cioè  di  aa9  farà 
fempre  il  femiafse  , o femidiametro  trafverfo  ; e fe  il  coef- 
ficiente del  quadrato  dell’ordinata  è lo’  ilefso  termine  co- 
llante 
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fiante  divifo  per  una  qualunque  quantità  data  , la  radi- 
ce di  quello  divifore  è Tempre  il  fe  mi  alfe  , o femidia- 
metro  coniugato  , cioè  la  radice  di  bb  ; ma  Te  eftb  coef- 
ficiente non  è tale,  vale  a dire  non  contiene  nel  detto  mo- 
do il  termine  collante,  il  TemiaiTe  o femidiametro  coniu- 
gato è diverto  . Cosi  nell’  equazione  , per  efempio , 

ffvy  — xx  — aa  il  TemiaiTe, o femidiametro  trafverfo  è fem- 
~U 

pre  bensì  a , ma -non  è è il  coniugato  . Per  ritrovarlo  fi 
faccia  l'analogia  : Come  il  numeratore  del  coefficiente 
del  quadrato  dell’ordinata  al  denominatore,  così  il  ter- 
mine collante  al  quarto  , la  di  cui  radice  farà  il  TemiaiTe, 
o femidiametro  ricercato  ; nelle  equazioni  poi  delTellilfi  , 
e dell’iperbole  riferite  agl’ affi  , o diametri  , prefe  le  alfif- 

fe  dal  vertice,  come  aayyzz.iax  — xx , aayy  — xx  — 7.qx  , 

~TT  Jb~ 

aayy  — xx-b  2^, farà  il  TemiaiTe,  o femidiametro  trafverfo 
~bT 

/ 

la  metà  della  quantità  , che  moltiplica  ? incognita  alla-, 
prima  dimenfione  , ed  il  coniugato  , come  fopra  ; avver- 
tendo , che  quando  il  coefficiente  del  quadrato  dell'ordinata 
non  fia  il  quadrato  dell*  afte  , o diametro  trafverfo  così  ri- 
trovato; l’analogìa  per  il  femiafse,o  femidiametro  coniu- 
gato farà:  come  il  numeratore  del  coefficiente  del  quadrato 
dell’ordinata  al  denominatore,  così  il  quadrato  della  metà 
della  quantità,  che  moltiplica  l’incognita  alla  prima  di- 
na enfione  , al  quarto  ; e la  radice  di  efso  quarto  propor- 


lo- 
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zionale  farà  il  femiafse,  o ferri idiametro  conjugato. 

Nell’equazione  adunque  dell’ iperbola  fyyzzxx  — aa 

~bb~ 

farà  il  femiafse,  o femidiametro  trafverfo  zza,  ed  il  con- 
iugato = ab.  Ed  in  fatti,  poiché  deve  efsere,  per  la.propric- 

T 

tà  della  curva,  il  rettangolo  della  fomma  nella  differenza 
del  femiafse , o femidiametro  trafverfo  , e deli’  ailifsa  al 
quadrato  dell’ordinata  , come  il  quadrato  del  afse,  o dia- 
metro trafverfo  al  quadrato  del  conjugato,  farà  xx~aa  , 
yyW^aa,  qaabb , o fia  4 aayy  Yff—xx^-aa,  cioè  fyyzz 

ff  4.  a ab  b bb 

xx  — aa , equazione  propofla  . 

Così  nell’equazione  abyyzzaa-.  xx  farà  il  femiaflc  , 


o femidiametro  trafverfo  —a,  il  conjugato  zzj/acc.  Nell’ 

1~ 

equazione  xx  ~ laxzzbbyy  farà  il  femiafTe,  o femidiamc- 

c m 

tro  trafverfo  —a,  il  conjugato  —arem.  Nell’equazione 

T 

aa—bbY.  yy  zz  xx  — . bb  farà  il  femiafTe  , o femidiametro 

ce 


trafverfo  zzb 


il  conjugato  —j/bbcc 


aa  — bb 


125.  Se  le  equazioni  fono  riferite  ai  parametri,  come 


2 ayy  — aa*—  xx 
p 


“2- ayy  - xx~aa,  prefe  le  afMh_, 


dal 


t 
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dal  centro  , o 

2 ayy  — 2ax  — xx,  layy  — 2 ax  4-  xx , 2 ayy  ~ xx 2 ax  , 
P P p 

prefe  le  affiffe  dal  vertice  ; farà  Tempre  nelle  prime  il  fe- 

miafte,  o femidiametro  trafverfo  la  radice  del  termine  co- 
llante , e nelle  feconde  la  metà  del  coefficiente  dell’  inco- 
gnita alla  prima  dimenfione  , ed  il  parametro  farà  Tempre 
la  quantità  del  denominatore  del  coefficiente  del  quadra- 
to dell’ordinata,  quando  il  numeratore  del  detto  coeffi- 
ciente nelle  prime  fia  il  doppio  della  radice  del  terra ine_, 
collante  , e nelle  feconde  Ha  eguale  alla  quantità  , che 
moltiplica  l’incognita  alla  prima  dimenfione  ; ma  quando 
il  detto  numeratore  non  abbia  le  accennate  condizioni , 
farà  il  parametro  la  quarta  proporzionale  del  numeratore, 
del  denominatore  , e dell’ afte  , o diametro  trafverfo. 
Nell’equazione  adunque  all’elliffi  aa  — xx—hyy  farà 

e 

l’afte  , o diametro  trafverfo  — 24  , il  parametro  — 2 ac  . 

~b~ 

Ed  in  fatti , poiché  deve  edere  , per  la  proprietà  della_ 
curva  , il  rettangolo  della  fomma  nella  differenza  del  fe- 
rniaffe  , o femidiametro  trafverfo , e dell’  affida  al  quadra- 
to dell’  ordinata  , come  l’afte , o diametro  trafverfo  al  pa- 
rametro , farà  aa  — « xx , yy  : : 2 a,  2, ac  ; cioè  bvy  — aa—  xx, 

b c 

l’equazione  proporla  . Nell’  equazione  xx  — aa  =3 yy  y all* 
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iperbola  , farà  l'afle  , o diametro  trafverfo  ri  za  , il  para- 
metro — Sa  . Nell’  equazione  all’  iperbola  lax  +-  xx  zz 
ì 

-b  — cXyy  farà  za  l’aflfe  , o diametro  trafverfo  , e zam 

m h~  C 

il  parametro  . Nell* equazione  all’elliffi  aa  — bb  — xx  — kyy 

e 

farà  l’alfe  , o diametro  trafverfo  — 2 \/aa  — bb , il  parame- 
tro =:  zcVaa—bb , fuppofla  a maggiore  di  b , perchè  altri- 

_ 

menti  la  curva  farebbe  immaginaria  . 

1 16.  Suppofle , e bene  intefe  quelle  tali  cofe , è facile 
la  coflruzione  delle  equazioni  più  complicate  de*  luoghi 
alle  fezioni  coniche  , e ciò  col  ridurre  l’equazione  com- 
plicata  ad  una  femplice  e primaria  delle  fpiegate,  quindi, 
dalla  fezione  del  cono  fuppofla  la  defcrizione  di  quella  , 
palfare  alla  collruzione  della  propolla  . 

E per  procedere  con  chiarezza  diflinguerò  in  tre 
claflì  tutte  le  equazioni  alle  fezioni  coniche  , intendendo 
delle  compofle  ; dirò  della  prima  clalTe  tutte  quelle  , che 
contengono  il  quadrato  di  una  fola  delle  incognite  , ed  il 
rettangolo  delle  collanti  nell’  altra  incognita  , come  per 
k efempio  ax  ± ab—yy  ; ed  altresì  dirò  della  prima  fpecie_» 
tutte  quelle  , che  contengono  i rettangoli  delle  incognite 
fra  loro  , e nelle  collanti  , ma  non  anno  il  quadrato  nè 
dell’ una,  nè  dell’altra  incognita;  come  xy  4-  ax~  aa—  ay, 
cffendo  i fegni  comunque  fi  vuole  , il  che  s’intenda  dell’ 
altre  due  fpecie  ancora  rifpetto  ai  fegni  . Della 
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Della  feconda  fpecie  chiamerò  quelle  , nelle  quali 
effendo  il  quadrato  di  una  , o di  ambe  le  incognite  , ed  i 
rettangoli  di  una  , o di  ambe  effe  incognite  nelle  collanti, 
non  vi  fia  il  rettangolo  delle  incognite  fra  loro  , come.. 
xx  +-  2 ax  zzayJt-byì  o pure  xx  — 2 bx  zzyy  4-  ay  — ax . 

Della  terza  fpecie  fono  quelle , nelle  quali  vi  è il  ret- 
tangolo delle  due  incognite  tra  loro,  e gli  altri  termini  in 
qualunque  modo  , come  xx  4-  2 xy  4-  2 yy  zz  aa  — xx  -t-  bx . 

127.  Per  riconofcere  , e coflruire  le  equazioni  della 
prima  fpecie  , fa  d’uopo  mettere  in  ufo  una  fodituzione , 
la  quale  è di  porre  l’incognita  , che  non  à il  quadrato  , 
più  o meno  ( fecondo  i fegni  ) una  collante  , eguale  ad 
una  nuova  incognita , e cosi  ridurre  l’equazione  ( repli- 
cando , fe  bifogna  , la  detta  follituzione  ) all’  efpreffione^ 
più  femplìce,  acciò  poffa  facilmente  conofcerfi,  e cofiruirfi 
il  luogo  della  detta  equazione  ,come  fi  vedrà  nei  feguenti 
Efempj . 

ESEMPIO  I. 

Sia  ax  4-  ab  —yy , e fia  dato  l’angolo , che  fra  loro  de- 
vono fare  le  coordinate  . Poiché  ax  +-  ab  è a X x +■  b , li 
faccia  x-hb  — z,  dunque  foflituendo  farà  az—yy9  Parabola 
Apolloniana  . 

Alla  indefinita  AB,  come  diametro, col  parametro  ~a 
fi  deferiva  la  parabola  apolloniana  CAC,  (Fig.j  2.)le  di  cui 
coordinate  AB,  BC  comprendano  il  dato  angolo  , indi 

Y 2 fia 
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fia  AD  — b;  prefa  una  qualunque  AB  — z,  faraBC— y $ 
ma  perchè  abbiamo  , per  la  folìituzione,  x — z — b , fara 
DB  la  a?.  L’origine  adunque  delle  affilfe  x farà  il  punto  D, 
prefe  verfo  M le  pofitive  , verfo  A le  negative  , e le  cor- 
rifpondenti  ordinate  pofitive  , e negative  faranno  le  y . 

Se  l’equazione  propolla  folle  fiata  ax  — ab-yy  , s’av- 
rebbe fatta  la  folìituzione  x — b — z , e però  x — z+-b.  In 
quello  cafo  3 prefa  nel  diametro  prodotto  AE—b  , e fatto 
il  rimanente  come  fopra , il  punto  E farebbe  l’origine-» 
-delle  x . 

ESEMPIO  II. 

Sia  l’equazione  xy  +■  ax  —aa  — ay  ; fi  faccia  y + a — z , 
e fodituendo  in  luogo  di^  il  valore  z — a,  avralfi  zx  + azzz 
~ zaa,  e facendo  un’  altra  , folìituzione  di  x+a  —P , farà 
pz  — zaa  , Iperbola  Apolloniana  fra  gli  Afintoti. 

Comprendano  le  indefinite  MM,  FF  l’angolo  dato 
delle  coordinate  ; ( Fìg . 53.)  e fra  gli  afintoti  MM,  FF  fi 
deferivano  le  due  oppofle  iperbole  del  rettangolo  collante 
re  zaa . Prefa  una  qualunque  A C—p , ed  ordinata  la  CE  paral- 
lela ad  AM,  farà  effa  nz,ma  per  la  folìituzione  fi  a x —p — a, 

dunque  fatta  AB  — a,  farà  BC—x  ; e perchè  fi  à pure  per 
l’altra  folìituzione  y — z — a , fatta  AN—a,  e condotta-, 
NH  parallela  ad  FF,  farà  DE  ~ y . Tirata  adunque  BQ 
parallela  ad  A N , farà  Q_  il  principio  delle  x , cofìcchè  ad 
una  qualunque  alfilfa  QD  — x , corrifponderà  l’ordinata-. 
DE—y  pofitiva  tra  il  punto  Q , ed  il  punto  P,  e negativa 

di 
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di  là  dal  punto  P , come  la  HI . Ma  quando  fi  prenda  p 
minore  di  a , cioè  AC  minore  di  AB  , allora  comecché 
x —p  ' — a,  farà  # negativa , cioè  verfo  N,e  ad  ella  corrifpon- 
deranno  le  ordinate^  pofitive.  Chele  fi  prenda  p negativa 
eguale  , per  efempio  , ad  AF,  farà  x negativa  , ed  egua- 
le a Q 0 , e la  y negativa  — OE  . Se  l’ equazione  folle-» 
xy  ■+- ax  zz aa ay  , o pure  xy  +-  ax  ~ — aa  — ay  , o quefta_» 
xy  — ax  — aa—  ay  , o l’altra  xy~ax-~-aaJray,  le  due_* 
prime  farebbero  divifibili  perj/  4- a,  e fi  avrebbe  x — ±.a; 
le  due  altre  farebbero  divifibili  per  y — a , e fi  avrebbe^ 
x — ~Fa  > e però  non  farebbero  effe  luoghi  5 ma  equazioni 
di  problemi  determinati  . Ma  fe  folle  xy  — axzzaa+ay, 
la  prima  foftituzione  farebbe  y—  a — Z , quindi  l’equazione 
zx  — az  zaa , ed  in  confeguenza  la  feconda  follituzione 
farebbe  x~  a—p  , onde  finalmente  l’equazione  zp  — zaa  ? 
e però  in  quello  cafo  alle  coordinate  p , z dovrebbefì  aggiun- 
gere la  quantità  cr  a per  avere  le  x ed  y ; adunque  prefa 
da  A verfo  V la  AR~a,  e fatta  RG  parallela  ad  MN , 
ed  — a,  indi  per  lo  punto  G condotta  GT parallela  ad  FF, 
farebbe  G l’origine  delle  x,  eie  corrifpondenti  ordinate  Iejy. 

Se  folfe  l’equazione  xy  +-  ax  — r~aa  + ay  , le  fofiitu- 
zioni  farebbero y 4-  a —z,  x~  a—p9  che  ci  darebbero  l’e- 
quazione pz~—  zaa  . 

Si  deferivano  le  llelfe  iperbole  , ma  negli  altrfdue 
angoli  j per  eifere  negativo  il  rettangolo  collante  zaa  , e 
fieno  le  te , te;  prodotta  GR  in  L,  farà  L l’origine  delle 
x pofitive  e negative  5 e falla  retta  LQ  prodotta  d’ambe 

le 
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le  parti  infifleranno  le  ordinate  y , cioè  negative  da  N 
verfo  H,  pofitive  da  N al  punto  i , e di  nuovo  negative, 
oltre  il  punto  i . 

Che  fe  folle  xy  — ax  — — aa  — ay  , le  foftituzioni  fa- 
rebbero^— azz Zj  ed  x+a—p  . Defcritte  adunque  le  rae- 
defime  iperbole  te  , e prodotta  £)B  in  q , farà  ^ 1’origine 
delle  x , e l'opra  TT infileranno  le  ordinate^  . 

Se  nelle  equazioni  folle  negativo  il  termine  xy  , fi 
renda  pofitivo  colla  trafpolìzione  de’  termini  ^ 

La  diverfità  delle  foftituzioni , e delia  polìzione  delle 
coordinate  , che  nafce  dalla  diverfa  combinazione  de’  fe- 
gni  nelle  propofte  equazioni  , e che  qui  fi  è confiderata-., 
s’intenda  di  doverfi  confiderai  anche  in  appreilò  , il  che 
ommetterò  per  brevità . 

Sin  qui  ó fuppofto  , che  le  collanti  dell’  equazione 
fieno  tali  , che  diano  luogo  alle  accennate  foftituzioni., 
che  fe  tali  non  follerò,  come  per  efempio,  fe  folle  l’equa- 
zione aa  — bx—yy  ,fi  faccia  aazzbc , e fi  avrà  bc  —bxzzyy, 
e la  fofiituzione  da  farli  farà  c — ■ x eguale  ad  una  nuova», 
incognita  . Cosi  fe  folle  abb  + -cx—yy  , fi  faccia  bbzz  cf , 

m 

onde  fia  l’equazione  acf+-cx—yy  , e fi  ponga  indi  af+-x 


eguale  ad  una  nuova  incognita  . 

Se  fotte  aax  — bbx  i-m*—  yy  , fi  faccia  aa—bbzzcc , 

a +•  b 

ed  m'  — ccf,  e farà  ccx  +-  ccf—yy  ; e cosi  dell’ altre  limili. 


128. 
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128.  Per  ridurre  , e coftruire  le  equazioni  della  fe- 
conda fpecie  ; podi  da  una  parte  del  fegno  d’egualità  coi 
loro  ordine  tutti  i termini  , che  contengono  una  detta  in- 
cognita , e dall’  altra  parte  tutti  gli  altri  parimente  col  lo- 
ro ordine  , e fatto  in  modo  , che  nel  primo  membro  dell’ 
equazione  il  quadrato  dell’  incognita  fia  politivo  , e libero 
da’ coefficienti , e frazioni , bifogna  allo  detto  primo  mem- 
bro ( ed  al  fecondo  ancora  , per  non  alterare  l’eguaglian- 
za ) aggiungere  il  quadrato  della  metà  del  coefficiente  del 
fecondo  termine  , fe  fa  d’uopo,  onde  etto  primo  membro 
da  un  quadrato  ; quindi  porre  la  radice  di  etto  quadrato 
eguale  ad  una  nuova  incognita  , la  quale  operazione  ripe- 
tuta nel  fecondo  membro  ancora  , fe  lo  richiede  , ci  darà 
l’equazione  ridotta  alla  forma  fempliciffima  , o ridotta  alla 
prima  fpecie  . 

ESEMPIO  III. 

Sia  xx  +-  2ax—ay4-by  . Aggiunto  al  primo,  e fecon- 
do membro  il  quadrato  aa  , farà  etta  xx+-  2 ax  +-  aa~aa  -+ 
ay->rby  , e però  ponendo  x +- a — z , averaffi  zz  — aa  +-  ay  •+ 
by , che  è ridotta  alla  prima  fpecie;  adunque  fatta  a + b—c , 
cd  aa  — cf,  farà  cfi-  cyzzzz,  e polla  f-i-y—p,  farà  zz  — cp, 
equazione  alla  Parabola  Apolloniana  . 

Col  parametro  ~c  — a + b,  al  diametro  AB,  e con  le 
coordinate  nel  dato  angolo  fi  deferiva  la  parabola  CAC.{  Fig. 
54.  ) Prefa  una  qualunque  affitta  A B ~p , la  z pofitiva  e nega- 


tiva 
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riva  farà  E C ; ma  perchè  y =p  — cioè  — p prefa_. 

a H yb 

AD-aa , farà  DB-y,  ed  a cagione  della  foftituzion^ 

a + b 

.¥+■  <j  = z,  dai  punto  D alzata  parallela  a BC  la  DH—  a 9 
che  farà  terminata  dalla  parabola  in  H,  (come  fi  vedrà  fa- 
cilmente foflituendo  in  luogo  della  p nell’  equazione  ri- 
dotta zz  — cp  il  valore  di  AD — aa  — aa,  imperocché  farà 

a-¥  b c 

zz-aa,  e però  DH-z-a)  e condotta  per  lo  punto  H 
la  parallela  0£  al  diametro  , farà  HE—DB—p  — al~y, 

a +& 

ed  in  confeguenza  EC  — z — a — x pofitiva  , e negativa-» 
quando  fieno  pofìtive  le  affiiTe  ; ed  alle  afTiffe  negative , 
cioè  prefe  da  H verfo  0 , corriiponderanno  ambe  le  or- 
dinate negative  . 


ESEMPIO  IV. 


Sia  xx -h  2 bx—yy  — ay.  Aggiunto  il  quadrato  della.» 
metà  del  coefficiente  del  fecondo  termine  , cioè  bb  , farà 
xx  +-  2 bx  Jrbb  —yy  — ay  +-  bb  , e fatta  x -h  b — z,  averaffi 
zz  — yy—  ay  -h  bb  , cioè  zz  — bb  — yy  — ay  , ed  aggiunto  il 
quadrato  della  metà  di  a , farà  zz-bb-h  aa  —yy  ~ ay  4-  aa\ 

4 4 

pofla  dunque  y — azzp , farà  zz  — bb+-aa~pp,  e fuppo- 

2 4 

fio  bb  maggiore  di  ^facendo  bb  — aa  —mm, farà  zz  - mm—pp, 

4 4 


Iper- 
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Iperbola  equilatera  con  i femidiametri  —m,  prendendo  le 
afflile  dal  centro  . 

Nella  indefinita  B D fi  prenda  BG  — rm  — 2 ybb  — aa, 

4 

e divifa  egualmente  in  A ; col  centro  A , col  femidiame- 
tro  trafverfo  zi  AG  eguale  al  conjugato  , e con  le  coordi- 
nate nel  dato  angolo  fi  deferivano  le  due  oppofie  iperbole 
equilatere  (Fig.  55.);  prefa  una  qualunque  affida  AD pofi- 
tiva  e negativa  — z , le  corrifpondenti  ordinate  D H faran- 
no le  p pofitive,  e negative,  e perchè  per  la  fofiituzione  fi  à 
xnz—h;  prefa  AE  — b}  farà  EDux,  ma  effóndo  per 
l’altra  fofiituzione  y — p. a , dal  punto  E condotta  EO  — a 

z z 

parallela  all’  ordinata  , che  terminerà  alla  curva  nel  punto 
O , e per  lo  punto  0 la  indefinita  K K parallela  ai  diame- 
tro B G , farà  K H —p  +•  ~ a —y . Sarà  adunque  il  punto  0 

l’origine  delle  x affiflfc  fulla  retta  KK,  alle  quali  prefe  po- 
fitive  corrifpondono  due  ordinate  y , una  pofitiva  , e l’al- 
tra negativa  ; e prefe  negative  , ma  non  maggiori  di  EG , 
corrifponderanno  due  ordinate  pofitive  ; prefe  negative.* 
e maggiori  di  EG  , ma  minori  di  EB  , le  ordinate  y fa- 
ranno immaginarie,  e prefe  negative  maggiori  di  EB  , 
e minori  di  Et , fatta  BJ  —GE,  faranno  due  ordinate  po- 
fìtive  , e finalmente  un’ordinata  pofitiva  , e negativa  l’al- 
tra , quando  l’affiflfó  negative  fieno  maggiori  di  EI . 

Qui  devefi  avvertire  , che  la  radice  del  quadrato 
yy  — ay  + aa  non  è fo!o y — a,  ma  è pure  a—y,  e però  le 

4 za 

Z fo- 
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foflituzioiji  dovrebbero  effer  due  , cioè  tanto  di  y — • a— p , 

z 

quanto  di  a— y~  p3  ciò  non  orante  però  , e nel  prefente 

2j 

efempio,  ed  in  altri  in  appreffo  della  prima  fola  mi  iervo» 
perchè  confiderandofi  nelle  corruzioni  la  nuova  incognita 
p in  fenfo  e pofitivo,  e negativo  , vi  fono  comprefe  quelle 
determinazioni  ancora,  che  ci  darebbe  l'altra  fofiituzione, 
che  però  rimane  fuperflua  . 

Se  la  quantità  bb^  che  ó fuppofia  maggiore  di  aa  , 

4 

foffie  all’oppofio  minore  , il  luogo  farebbe  alle  fteffe  oppo- 
ne iperbole  , mutandoli  folo  le  veci  delle  coordinate  , e 
delle  collanti;  cioè  farebbe  l’equazione  finale  zz  —pp  — mmi 
la  di  cui  cofiruzione  qui  fi  ommette  , per  non  elfer  diver- 
fa  dalla  precedente  , fe  non  che  i femidiametri  fono  iru. 

quefio  cafo  eguali  ciafcheduno  alla y'aa  — bb  zzm . Se  folle 
poi  bb  zz  aa  , il  luogo  farebbe  alla  linea  retta  , come  è 

4 

chiaro . 

12 p.  Per  riconofcere  , e collruire  le  equazioni  della 
terza  fpecie  ; fa  d’uopo  , pofio  da  una  parte  del  fegno 
d’egualità  il  quadrato  di  una  delle  incognite  refo  pofitivo, 
e libero  da  frazioni  , e coefficienti  con  il  rettangolo  delle 
fieffie  , e dall’altra  parte  il  rimanente  de’  termini , aggiun- 
gere al  primo  membro  (e  per  confeguenza  al  fecondo  an- 
cora ) tale  funzione  dell’altra  incognita  y onde  effio  primo 


mena- 
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membro  fia  un  quadrato , indi  porre  la  radice  di  effo  egua- 
le ad  una  nuova  incognita,  e fare  la  foflituzione,  con  che 
averaffi  l’equazione  ridotta  all’  efpreffione  più  femplice  , o 
ad  una  delle  due  fpecie  di  fopra  . 

Cosi  nell'  equazione  , per  efempio  , zz  — 2 bzy  — ay 

a 

aggiungendo  hbyy  ad  ambi  i membri,  farà  il  primo  mern- 

aa 

bro  un  quadrato  , la  di  cui  radice  z — by  fi  ponga  eguale^ 

a 

ad  una  nuova  incognita  p , e fatta  la  foflituzione  , farà  l’e- 
quazione pp—bbyy  +.  ay  , che  è della  feconda  fpecie  . 

a a ^ - 

1 30.  Ma  devefi  avvertire  , che  alle  volte  quefta  nuo- 
va incognita , che  fi  vuole  introdurre  , deve  eflere  affetta-, 
da  qualche  coefficiente  collante,  altrimenti  farebbero  mol- 
to imbrogliate  le  coflruzioni , e però  nell’equazione  , per 
efempio  , xx±l  ibxy  +-  hbyy  — ±.fy±_hxt  il  di  cui  primo 

a a a 

membro  fenz"  altro  aggiungere  è già  un  quadrato  , che  a 
per  radice  x^by,  fe  non  vi  foffe  il  termine  hx  , o effen- 

a 

dovi , fi  voleffe  eliminare  effa  x dall'equazione,  col  porre 
in  luogo  della  x il  fuo  valore  cavato  dalla  foflituzione  fat- 
ta , di  modo  che  foffe  elpreffa  per  la  nuova  incognita  , e 
per  la  y con  le  collanti  ; fi  faccia  pure  la  foflituzione 
x ii  by  — z . 

Z 2 Ma 


a 
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Ma  non  efiendovi  il  termine  /y,  o fe  efiendovi  fi. 
volefie  eliminare  la  y , fi  deve  fare  la  fofiituzione 
x~by~bz.  E così  rifpettivamente  fe  l' equazione  folle 

a a 

yy  + 2 bxy  +*  bbxx~±.fy  — hx  ; non  efiendovi , o volendoli 

a aa 

eliminare  il  termine  fy,  fi  faccia  la  fofiituzione  y±.  bx—z; 

a 

ma  non  efiendovi,  o volendofi  eliminare  il  termine  hx , 
fi  faccia  la  fofiituzione  y±zbx  — bz  . 

a a 

Generalmente  non  efiendovi  nell’equazione  il  rettan- 
golo delle  collanti  nell’incognita  , per  cui  è fiata  ordinata 
l’equazione  , o fe  efiendovi  fi  voglia  efia  incognita  elimi- 
nare , fi  ponga  la  radice  del  primo  membro  eguale  ad 
una  nuova  incognita  . Ma  non  efiendovi  il  rettangolo  del- 
le collanti  nell’altra  incognita,  per  cui  non  è fiata  ordina- 
ta l’equazione,  o fe  efiendovi  fi  voglia  eliminare  efia  in- 
cognita ; fi  ponga  la  radice  del  primo  membro  eguale  ad 
una  nuova  incognita  moltiplicata  nella  metà  del  coefficien- 
te collante  del  fecondo  termine  del  primo  membro . 

ESEMPIO  V. 

Sia  l’equazione  yy+  2bxy+  bbxx  — ex  . Si  faccia.. 

a aa 

y + bx  — z,  e farà  l’equazione  zz  — cx  alla  parabola  apoi- 

a 

loniana  . Se  l’angolo  delle  coordinate  x , y della  propofia 

equa- 
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equazione  non  folle  dato  , ma  folle  arbitrario  , farebbe,* 
chiara  la  coflruzione  del  luogo  ; imperciocché  fulla  retta_« 
indefinita  AB  deferitto  il  triangolò  ifofcele  ACD(  Fig.  56.) 
colla  bafe  CD  — b,  ed  i lati  AC—azzAD  ; ed  al  diametro 
AB,  col  parametro  — c,  con  le  ordinate  parallele  a DC 
deferitala  parabola  apolloniana  dell'equazione  ridotta  = 
ex  ; prendendo  una  qualunque  affilia  AB—x , farebbe  B M—  z ; 
ma  per  i triangoli  limili  AD  C,  AB  E fi  à ER  — bx,  ed  è , 

a 

per  la  foflituzione  fatta,  y~z — bx-EM , e di  più 

a 

AE—AB—x  ; dunque  fulla  indefinita  A E prefa  una  qua- 
lunque affilia  AE  — x,  la  corrifpondente  ordinata  EM  po- 
fitiva,  e negativa  farà  la  y dell’equazione  propolla. 

Ma  perchè  fi  fuppone  dato  l’angolo  delle  coordinate 
x,y,  a nulla  ferve  la  fuddetta  coflruzione,  e però  fi  pro- 
ceda- così  : Sulla  indefinita  AB  fi  deferiva  il  triangolo 
ACP  con  1’  angolo  A CP  eguale  al  fupplemento  del  dato 
angolo,  che  devono  fare  le  coordinate  dell’equazione  pro- 
polla , e fia  AC— a,  CPzzb.  Prodotta  AC  indefinita- 
mente , e prefa  una  qualunque  A E — x , farà  ( fatta  KK 
parallela  a PC)  EH  — bx,  quindi  fe  HK  folle  —z  , fareb- 

a 

be  EK—y  , ed  AE,  EK  le  coordinate  x,  y dell’equa- 
zione propofia,  e nei  dato  angolo;  ma  le  HK  non  pollo- 
no  effere  le  z dell*  equazione  ridotta  cx—zz7  quando  non 
frano  ancora  le  affilfe  A H eguali  alla  x , e non  già  le  AE. 
Si  avverta  però  che  AH  farà  ~AP  \ x , cioè  —fx  ( chia- 


a 
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mata  AP—f , giacché  nel  triangolo  ACP  effendo  dati 
il  lato  AC,  il  lato  CP,  e l’angolo  ACP  , è data  pure  la 
AP  ) onde  la  curva  cosi  defcritta,  chiamando  A E zi  x, 
ed  HK  — z,  ci  darebbe  l’equazione  cfxczzz,h  quale  fa- 

a 

rebbe  appunto  la  nortra  ridotta,  fein  luogo  del  parametro 
c fi  avelie  defcritta  la  curva  col  parametro  ac  . Adunque 

T 

per  cortruire  il  luogo  propoflo;  fulla  indefinita  AB  fi  de- 
feriva il  triangolo  ACP  coi  lati  AC—a,CP—b,  e l’ango- 
lo A CP  eguale  al  fupplemento  dell’  angolo  , che  devono 
fare  le  coordinate  dell’equazione  proporta;  indi  al  diame- 
tro AB,  col  parametro  —ac  , cioè  eguale  alla  quarta  pro- 

7 

porzionale  di  AP,  di  AC,  e del  parametro  dell’equazio- 
ne ridotta,  ( il  che  è generale  qualunque  volta  il  luogo  è 
alla  parabola  ) e con  le  ordinate  parallele  aPC  fi  deferi- 
va la  parabola  apolloniana  ; prefa  fulla  indefinita  A E una 
qualunque  AE  — x,  farà  EK  pofitiva  e negativa  —y,  e la 
curva  il  luogo  dell’equazione  proporta . Ed  in  fatti  farà 

HK  eguale  al  prodotto  del  parametro  in  AH,  cioè 
yy  +-  2 bxy  +-  bbxx  ~ acfx  — ex  . 

a aa  af 

Si  ufi  Io  rtefio  artifizio  nell’ altre  equazioni  all’iperbo- 
la  , ed  all’elliffi  rifpetto  ai  loro  diametri,  e parametri; 
con  la  fola  differenza,  che  in  quelle  il  diametro  trafverfo, 
© coniugato  , fecondo  che  quello,  o quello  fi  deve  varia- 


re 
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re  ( e farà  Tempre  quello  , a cui  appartiene  il  trian- 
golo ACP)  farà  la  quarta  proporzionale  di  A C,  di  AP,  e 
del  diametro  trafverfo , o conjugato  dell’equazione  ridot- 
ta ; ma  rifpetto  poi  al  parametro  , quando  per  elio  ila 
data  l’equazione  , variato  il  diametro  trafverfo  nel  modo 
detto,  farà  effo  la  quarta  proporzionale  di  AP,  di  AC,  e 
del  parametro  dell’equazione  ridotta;  che  fe  non  al  dia- 
metro trafverfo,  ma  al  conjugato  appartenga  il  triangolo 
ACP  (efTendo  data  l’equazione  per  il  parametro)  farà 
effo  la  terza  proporzionale  del  parametro  dell’equazione 
ridotta,  e di  AP  , come  facilmente  il  conofcerà  dagli 
Efcmpj  « 

ESEMPIO  VI. 

Sia^j;  4-  2 bxy  4~  bbxx  ~bx  — cc — 2 cy . Fatta  la  foflitu- 

a aa 

zione  di  y 4-  bx  12  z , farà  zz  — bx  — cc — 2 cz  +-  2 bcx  , cioè 


zz  -h  icz  4 - cc  — abx  4-  ibcx , e fatta  di  nuovo  l'altra  foflit le- 


zione z+-  c — q , farà  finalmente  qq~ab^~zbc)i  x,  equa- 

a 

zione  alla  parabola  apolloniana . Ma  per  cofiruirla  relati- 
vamente alle  nofire  coordinate  x,y  : fulla  indefinita  BH 
(Fig.  57.)  fi  cofiruifca  il  triangolo  B DO  coi  lati  BD~a, 
DC—b,  e con  l’angolo  BDC  eguale  al  fupplenaento  dell’ 
angolo  , che  devono  fare  le  coordinate  x,  y dell’equazio- 
ne propoffa ; fi  producano  BD  ,BC indefinitamente  , dal 

punto 
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punto  B fi  abbaili  BA  parallela  a D C,  ed  eguale  a c,  indi 
col  vertice  A,  al  diametro  A E parallelo  a BC,  e con  le 
ordinate  E P parallele  a CD  fi  deferiva  la  parabola  apollo- 
niana  P AP  col  parametro  ~ab+~  zbc  ( intendendo  per  f 

7 

la  nota  B C),  e fulla  indefinita  B F prefa  una  qualunque  af- 
filia BF—x,  farà  BH~  AE~  fx  , ed  EP  — q , e però 

« 

HP~q ■ — c—%,  ed  FHzzbx;  adunque  FP  — z — bx—y 

a a 

pofitiva , e negativa  quando  Ila  x maggiore  di  B 0,  ed 
ambe  le  ordinate  negative  quando  fia  x minore  di  BO  . 

Se  nell’equazione  proporla  il  rettangolo  2 cy  foibe  fi  ar- 
to affetto  dal  fegno  pollavo,  allora  la  feconda  fofiituzione 
farebbe  fiata  2;  — c — q,  ed  il  parametro  della  parabola 
eguale  ad  ab  — zbc  y e però  fatte  le  fieffe  cofe,  come  fopra, 

a 

in  vece  di  condurre  B H al  di  fopra  delia  A E , diametro  , 
s’averebbe  dovuto  condurla  al  di  fotto,  e fopra  di  e [firn, 
fare  il  triangolo  BDC , come  moffra  la  Fig.  58.  Che  fe  in, 
oltre  foibe  fiato  negativo  il  termine  2 bxy , la  prima  folli- 

a 

ttjzione  farebbe  fiata  y — bx  — z,  e però  y~z+bx 

a a 

Adunque  in  quello  fuppofio  sì  rifpetto  alla  Fig.  57.  , co- 
me alla  58.  il  triangolo  BDC  dovrà  farli  al  di  fotto  della 
BH,  coni ’è  BdC , quindi  prefa  fopra  Bd  prodotta  una 
qualunque  Bf—  x , farà  jP~yy  avvertendo  però  , che  in 

. quello 
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quello  cafo  l’angolo  BdC  non  dovrà  fard  eguale  al  fupple- 
mento  , ma  allo  fteffo  angolo , che  devono  fare  le  coordi- 
nate dell’equazione  . 

ESEMPIO  VII. 

Sia  xx  +■  2 bxy  -i-  bbyy  — ex  +■  eh  . Fatta  la  fofiituzionc 

a aa 

x +-  by  — bz  , farà  bbz z — cx-hcb,  e facendo  x +-  b —p , farà 

a a aa 

zz  — aacp  3 equazione  alla  parabola  apolloniana.  Sulla  inde- 
Tb 

finita  AC  fi  deferiva  il  triangolo  AP  Q coi  lati  AP  — b , 
PQ  — a,  e l’angolo  APQ  eguale  al  fupplemento  dell’  an- 
golo , che  devono  fare  le  coordinate  dell’equazione  pro- 
porla ( Fìg . 5 9.),  e fi  chiami  al  folito  la  nota  AQzzf.  Si 
producano  AP,A Q indefinitamente,  e fi  prenda  AH  — h, 
e fi  conduca  HB  parallela  a P Q-  Dal  punto  B fi  tiri  B D 
indefinita  e parallela  ad  AP,  e col  vertice  A , al  diame- 
tro AC , col  parametro  — aac,  e con  le  ordinate  CM  pa~ 

rallele  aPj^fi  deferiva  la  parabola  MAM.  Prefa  una  qua- 
lunque AE  ~p , farà  CM  = z,  dunque  HE  , o fia  BD  , 
farà  z:  x,g  DCzzax  ( per  i triangoli  fimili  A PQ,  BDC) 

b 

dunque  DM~z  — ax~y  pofitiva  , e negativa  , e le  B D 9 
~V 

D M le,  coordinate  dell’  equazione  propofia  . 

Aa 


Se 
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Se  l’equazione  folle  fiata  xx  +*  2 bxy  +■  bbyy  — ex  — chf 

a aa 

fatta  la  flelfa  prima  folfituzione  dell’equazione  anteceden- 
te , fi  averebbe  bbzz  — cx  — eh,  e ponendo  x — h—p,  zz— 

a a 

zzaacp  , che  è la  flelTa  di  prima  , nè  vi  è altra  differenza  , 

bb 

fe  non  che  nel  primo  cafo  fi  a x-p—h,  ed  in  quello 
x — p 4-  h ; vale  a dire  , che  in  quello  cafo  il  vertice  della 
parabola  deve  elfere  in  B , e l’origine  delle  x nel  punto  A 
prefe  full’ indefinita  AE  . 

ESEMPIO  Vili. 

Sia  xx  +•  zbxy  +-  bbyy  — eh  — ex  . Fatta  la  foflituzionc 

a a a 

x+-by  — bz , farà  l’equazione  bbzz  zz  eh  — ex , e polla  x—p9 

— — ■ r—i  — ^ — 

a a aa 

farà  zz  zz  aacp , equazione  alla  parabola  . 

bb' 

Sulla  indefinita  AH  & deferiva  verfo  H il  triangolo 
APQ  coi  lati  AP-b,  PQ=a,  e l’angolo^? Q eguale 
al  fupplemento  dell’  angolo  , che  devono  fare  le  coordina- 
te dell’equazione  propofta  ( Fig . 60. ),  e fi  chiami  la  nota 
A Q—f . Si  produca  AP , e li  prenda  AE  — h,e  s’abballi 
EH  parallela  a PQ;  col  vertice  H al  diametro  HA  , con 
le  ordinate  CD  parallele  a P Q , e col  parametro  zz  aac  fi 

Tf 

de- 
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deferiva  la  parabola  apolloniana  . Prefa  una  qualunque^. 

EBzzp , farà  A B zz  h ~p  ~x,  BCzzax  , CD~z,  dunque 

T 

BD  — z — ax—y  pofitiva , e negativa,  prendendo  x tra  i 
T 

punti  A ed  0 , ed  ambe  le  ordinate y negative,  prenden- 
do x oltre  il  punto  O.  Prodotta  indefinitamente  nella  par- 
te oppofta  al  punto  E la  retta  A E,  e prefa  una  qualunque 
Eb—p  politi  va  maggiore  di  AE,  far  % Ab~b  — p~zx, 
quantità  negativa , onde  in  quello  cafo  le  x negative  fa- 
ranno da  A verfo  e , e le  pofitive  dì  A verfo  E , ed  alla 
medefima  x negativa  corrifponderanno  due  ordinate  bD , 
bD  eguali  ad  y , pofitiva  l’una  , e negativa  l’altra  . 

Se  in  quelli  due  ultimi  Efempj  , ficcome  negl’ altri  , 
che  verranno  in  appreffo,  il  rettangolo  delle  due  coordina- 
te fofie  affetto  dal  fegno  meno,  vi  fi  faccia  fopra  la  confi- 
derazione , che  fi  è fatta  al  fine  dell’Efempio  <5.,  il  che  baffi 
d’avere  una  volta  avvertito . 

ESEMPIO  IX. 

Sia  yy—  ibxy  + bbxx  — xx  — aa  . Fatta  la  fofiituzione 

a aa 

di j y — bx~z  , farà  l’equazione  zz—xx  — aa  all’iperbola  „ 

a * 

Sulla  indefinita  E E fi  deferiva  il  triangolo  ACH,  e fia^ 
ACzza , CHzzb  , e l’angolo  ACH  eguale  al  dato  angolo 
delle  coordinate  dell’equazione  propolla.  Si  produca  in- 

A a 2 defi- 
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definitamente  AC  d’ambe  le  parti  del  punto  A . Col 
centro  A , col  femidiametro  trafverfo  AHzzf,  col  conju- 
gato  zza  fi  deferivano  le  oppoffe  iperbole  con  le  ordinate 
parallele  a CH  ( Fig . di.)  . Prefa  una  qualunque  AB  — x 
pofitiva  , farà  BEzz:bx,  ma  EDzzz,  dunque  BDzz Z4- 

a 

bx  zzy  pofitiva.  Prefa  poi  nell’iperbola  l’ordinata  z nega- 

a 

riva,  cioè  zzEM -,  farà  allora  y eguale  alla  differenza  tra_, 
EB,  ed  EMy  cioè  eguale  a B M;  e però  negativa  quando 
x ila  maggiore  di  AO  . Adunque  ad  una  qualunque  aflìffa 
pofitiva  maggiore  di  AO  corrifponderanno  due  ordinate  , 
lina  pofitiva  , negativa  l’altra;  ed  ambe  le  ordinate  faran- 
no pofitive  quando  fia  x minore  di  A 0 . Ma  quando  fi 
prenda  la  x negativa , cioè  dalla  parte  del  punto  Q ; allo- 
ra avvertali  , che  farà  QE  negativa  , imperciocché  farà 
l’analogia  AC  ( a ),  CH  (b)  ::  A Q (—  x),  QEzz  — bx, 

a 

adunque  fe  QEzzr-Ex,  prefa  z pofitiva  zzE  D 3 farà 

a 

z+-  bx  zz  QD  zz  y pofitiva  , e prefa  z negativa  , farà 

a 

— z — bxzzQ  Mzzy  negativa  . 

a 

ESEMPIO  X. 

Sia  yy  — zbxy  + gxx zz  hh ; aggiungendo  bbxx  , farà 

a a aou 

yy  — zbxy  4-  bbxx  zz  hh  — gxx  4-  bbxx  3 e fatta  la  foffituzio- 

<¥  (l  U d CUI  «<1  fk 
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ne  y — bxzz z , farà  zz—bbxx — gxx+*hh  , e ponendo 

a aa  a 

bb  — ag—mm  ,farà  zzzz  mmxx  +*  bb,  cioè  zz  — hb  — mmxx^ 

aa  aa 

equazione  all’  iperbola  . 

Sulla  indefinita  D D fi  deferiva  il  triangolo  ABC 
coi  lati  ABzza  , BC~b , e l’angolo  ABC  eguale  all’an- 
golo , che  devono  fare  le  coordinate  dell’  equazione  pro- 
pofta  (Fig.6 2.),  e fia  —f  la  nota  AC.  Per  lo  punto  A fi 
conduca  l’indefinita  P P parallela  a fi  C;  e col  centro  A , 
col  diametro  trafverfo  QQ~zb,  col  coniugato  =2 hf  pre- 

m 

fio  nella  retta  E E , ai  vertici  Q , Q fi  deferivano  le  due  op- 
pone iperbole  HQH ; prefa  una  qualunque  ADzz x , 
e condotta  DH  parallela  a BC  , farà  EH—z  — AP , é 
DE-lw  ; dunque  DHzzz-h  bx  zzy,  eie  AD,  DH  fa- 

a a 

ranno  le  coordinate  dell’equazione  propofia  . 

ESEMPIO  XI. 

Sia  yy  +■  ibxy  +•  bbxx  — zbxx  4-  bb  . Fatta  la  fofiituzio- 

a aa  a 

ne  di  y +■  bx  — z , farà  l’equazione  zz  — i bxx+-bb  , cioè 

a a 

zz — bbzz  ibxx , all’  iperbola  . 

a V 

Sull’indefinita  AD  fi  deferiva  il  triangolo  AEP  , 
( Fig . 6$.  ) e fia  AE  — a,  EP~b,  e l’angolo  AEP  il 

top- 
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fupplemento  dell'angolo,  che  devono  fare  le  coordinate 
dell’equazione  propofla  . Prodotta  d’ ambe  le  parti  inde- 
finitamente la  retta  AE  , e chiamata  al  folito  la  nota_. 
AP-f9  fi  deferivano  col  centro  A y col  iemidiametro 
trafverfo  AI—b  parallelo  a P E,  e col  parametro  —ff  Ie_* 

a 

oppofle  iperbole  IC , ic  ; prefa  una  qualunque  AB  — xt 
farà  BDzzbx,  ma  CD  — FA  zz  z;  dunque  BC—z — bx—y . 

a a 

Prefà  z negativa  ~DG  farà  BG— — z +-bx— — y9  e però 

a 

alla  fletta  x pofitiva  corrifponderanno  due  ordinate  y 9 una 
pofitiva,  l’altra  negativa,  prefa  la  x- fra  il  punto  A , ed  il 
punto  H;  prefa  poi  la  x fra  i punti  H,  ed  L,  faranno  am- 
be le  ordinate  y negative,  e di  nuovo  una  pofitiva  , e_» 
negativa  l’ altra  * prefa  la  x maggiore  di  AL, 

Prefa  poi  la  Ab  — —" x , farà  (bd)  — — bx  , e però  ef- 

a 

fendo  (dg)  — z,  farà  ( bg ) = z — bx  —y , e prefa  z negati- 

a 

va  ~(dc),  farà  (^)rr — -z+-bxzz :• — y ; adunque  alla  fletta 

a 

Ab  — x negativa  corrifponderanno  due  ordinate  y,  una_. 
pofitiva,  l’altra  negativa,  prefa  la  x minore  di  Ah ; ambe 
faranno  le  ordinate  pofitive  fra  i punti  h9  ed  l\  e di  nuovo 
un’ordinata  farà  pofitiva,  e l’altra  negativa,  prefa  la  x 
maggiore  di  Al\  e però  le  iperbole  co$ì  deferitte  faranno 
il  luogo  della  propofla  equazione  . 

ESEM- 
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ESEMPIO  X II. 

Sia. yy  zbxy  +•  bbxx  — cc—xx+-  zhx hh  . Fatta  la_. 

a cui 

foffituzione  y^bx^z,  fora  zz~ cc -r-xx+-  2 hx  — hh,  e_* 

fatta  l’altra  fofiituzione  x — h — p , farà  finalmente-* 
zz-cc—pp,  equazione  all’elliffi , e non  al  circolo,  quan- 
tunque ne  abbia  l’apparenza  , e la  ragione  fi  è , perchè 
non  fo lo  le  coordinate  p,  z non  formano  angolo  retto, 
ma  nè  meno  fono  in  angolo  tra  loro,  dovendo  l’ una  effe- 
re  AC,  l’altra  BT,  come  fi  vede  nella  cofiruzione,  che_* 
fegue;  e però  fulla  indefinita  E B fi  deferiva  il  triangolo 
ED  F ( Fig.  64.  ) coi  lati  E D~a  , DF  —b  , e l’ angolo 
ED  F eguale  all’angolo,  che  devono  fare  le  coordinate.* 
dell’equazione  propofta,  e fi  chiami  —f  la  nota  EF . Si 
producano  indefinitamente  ED,  EF,  e prefà  EP  — h , 11 
conduca  PA  indefinita,  e parallela  a DE,  e dal  punto 
A la  AG  parallela  ad  EP  . Col  centro  ^,col  diametro 
trafverfo  MN  — zef,  col  diametro  coniugato  RR  parallelo 

a 

a DF,  ed  ~zc  fi  deferiva  ? elìiffi  MRNR  , prefa  una^ 
qualunque  AC—p , farà  EQ  — x,  e però  BQzzbx,  ma 

a 

BT—z,  dunque  QT—z+bx—y,  e le  EQ , QT  le  coor- 

a 

dinate  dell’equazione  propella. 
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ESEMPIO  XIII. 

Sia  l'equazione  yy  4-  bxy  +■  xx  +■  cy  4-  lx  — ag  — o . Ag- 

a 

giunto  all’uno,  ed  all’altro  membro  il  quadrato  bbxx  9 
farà  j/jj/  +■  bxy  +•  bbxx  ~ bbxx  — xx  — Ix  — cy  + ag  , e fatta  la 

et  q a a 4 aa 

foflituzione  y +.  bx  zz  z , farà  zz  zz  bbxx  — qzaxx  -t» 

2 a 4 an 

bcx  — ■ 2^/a?  — cz  +-  ag  » 

2 a 

Sia  per  efempio  qaa  maggiore  di  bb  , e fi  ponga.^ 
bb  -4 aazz  — m3  z bc~  zalzzh  9 farà  , aggiunto  ad  ambi  i 

4 a a « 2 a 

membri  cc,  zz  4-  cz  4-  cczz  — mxx  +-  &at  +•  +•  c<r , e fatta-. 

4 4 » 4 

la  foftituzione  z 4 -_£—/> , farà  ppzz~  mxx  kx  -h  ag  + cc  9 

*•  «4 

cioè  — nPP  *~FC  +■  agXpzzxx  — nhx  , ed  aggiunto  all’  uno 

~ r»  4 »»  »i 

ed  all’  altro  membro  , farà  — 4-  cr  +■  ^ X M -*■ 

4»jw  m 4 m 

nnbbzzxx—nbx  4-  nnhb,  e fatte  finalmente  le  fofiituzioni 

47BHJ  f»  4 mm 

di  a;  — nh  zz  q , e di  cc  4-  tfg  X n 4-  • nnhh  cz.  ee  , fi  avrà  npp  zz 

zm  4 }»  tmm  r» 

zzee  — qq,  equazione  all’ ellifli . 

Sulla  indefinita  fi  deferiva  il  triangolo  JSF , 

( 
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{Ftg.  65.)  e fia  AS  — 2 a,  SF—bt  e l’angolo  ASF  eguale 
al  fupplemento  dell’angolo  , che  devono  fare  le  coordina- 
te dell’  equazione  propolla  , e fi  chiami  f la  nota  A F . 
Sulla  AS  indefinitamente  prodotta  prefa  AR~hn,  fi  tiri 

zm 

RQ  indefinita  , e parallela  ad  SF,  e dal  punto  Q fi  tiri 
l’indefinita  QO , e parallela  ad  AS,  e fi  faccia 
e per  lo  punto  M condotta  HV parallela  ad  AQt  col  cen- 
tro M,  col  diametro  trafverfo  HV—ef , col  parametro 

a 

— 4 aem  fi  deferiva  l’elliffi  HNFK;  prefa  una  qualunque-» 
/» 

RD  — q,  farà  PN—p , e però^D— x3  DC—bx^CN—z, 

z a. 

dunque  DN ~z  — bx—y . 

za 

Qui  fi  noti , che  fe  l’angolo  delle  coordinate  foffe  tale, 
che  l’angolo  A FS  divenilfe  retto , ed  in  confeguenza  l’an- 
golo MPN  ancora,  allora  farebbe  4 aa—  bb  —ff , onde., 
m — qaa  — bbzzff',  e però  farebbe  il  parametro  qaem—ef, 

« 4 a a 4 aa  fn  a 

cioè  eguale  al  diametro  trafverfo  ; adunque  efiendo  di  più 
retto  l’angolo  MP  N , l’elliffi  pafierebbe  ad  effiere  un  cir- 
colo del  diametro  ef. 

a 

13 1.  Rifpetto  alle  equazioni  dell'  iperbole,  che  fi  vo- 
gliano , o fi  debbano  cofiruire  fra  gli  afintoti , fi  confide- 
ritto  tutte  comprefe  nelle  quattro  feguenti  : 

B b gxx 


<9  + 
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gxx  +-  xy  — ab  ±l  mx  iz  ny , 

~b~ 

— - gxx  4- xyzz  ab  jz  nix  ±.ny , 

b 

gxx  — xy  — ab  ± mx  ± ny , 

T~ 

— gxx  —■  xy  — ab  mx  ±.  ny . 

~ 1~ 

ESEMPIO  XIV. 

Sia  in  primo  luogo  gxx  +.  xy  — ab  4-  mx  +-  ny  , in  cui 

~T~ 

prendo  pure  politivi  tutti  i termini  dell’omogeneo  di  com- 
parazione . Fatta  la  fofiituzione  gx  +■  y = z,  averaffi  za?  = 

~F 

— mxjr  nz  _ ngx  +•  ab , e fatta  l’altra  foftituzione  z — m + 

~b~ 

ngczp)  fari  px~znp +•  mn  +-  ab  — < nng  ^ e di  nuovo  fatta  la 

T ~V 

terza  foftituzione  x — )n  — q , farà  finalmente  pq  =:  ab  -+ 

nm  — nng  . Suppongo  , che  fia  ab-t-mu  — nng  quantità  po- 
T~  T~ 

fitiva  . Sulla  indefinita  NN}  al  punto  A prefo  ad  arbitrio 
fi  deferiva  il  triangolo  ABC  coi  lati  AB—h , BC—g,  e 
l'angolo  ABC  eguale  al  fupplemento  tlell’ angolo,  che  de- 
vono fare  le  coordinate  dell’equazione  propofia;  e fi  chia- 
mi la  nota  A C-f.  Al  punto  A fi  alzi  A D parallela  a BC, 
cd  — m — ng , come  nella  Fìg.66.  quando  fia  m—  ng  quan- 


tità 
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tità  pofitiva  ; e fi  abballi  A D,  come  nella  Fìg.  67.  quando 
fia  m~ng  quantità  negativa  , a cagione  della  foflituzione 

~zT 

fatta  di  z — m^ng—p . Per  D fi  conduca  PP  indefinita  , 

~b 

e parallela  ad  AC,  e fòlla  AB  prodotta  fi  prenda  AEzzn, 
e per  E fi  conduca  TT  parallela  a BC . Fra  gli  afintoti 
PP  , TT  fi  deferivano  le  due  oppolle  iperbole  RR  dei 

rettangolo  collante  — ab+-mn-~nng'Xf,cìok  il  quarto  pro- 

b b 

porzionale  dì  AB,  di  AC,  e del  rettangolo  collante  dell’ 
equazione  ridotta  ; prefa  una  qualunque  EQzzq  , farà 
P M —f  q,  e PR- p,  e però  AQ-q  + n =:#;  ma  P N- 

b 

A E)  rr  m — ng  , dunque  NR  — p^-m  — ngzz  2,  e perchè 

X T 

QNzzgx,  farà  finalmente  QRzzz  — gx—y,  e le  due  JQ, 
~b~  b ' 

QR  le  coordinate  dell’equazione  propolla  . Prefa  x pofi- 
tiva  , quando  ila  minore  di  AE,  far ky  negativa  ; quando 
fia  maggiore  di  A E,  e minore  di  AO,  far  ky  pofitiva;  c 
quando  fia  maggiore  di  AO  , far  ky  negativa.  Prefa  x ne- 
gativa  , allora  farà  Q,El—  — gx  quantità  negativa  , adun- 

b~ 

que  y e±-z—  gx  farà  tz  NR  +■  NQ  ; e però  quando  x nega- 

b 

tiva  fia  minore  di  A 0 , farà  y negativa  ; e quando  dia  fia 
maggiore  di  A 0 , farà  la  y pofitiva  . 

Ma  fe  il  fecondo  termine  dell’omogeneo  di  compara- 

Bb  2 


zione 
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zioiic  forte  negativo  , cioè  fe  l’equazione  forte  gxx- 1-  xy  = 

b 

— ab  — mx  +■  ny  , allora  la  feconda  follituzione  farebbe.* 

Z-p—m  — ng,  e l’equazione  ridotta  pq  — ab  mn  — nng. 

T b 

Supporto  adunque  , che  ab—mn  — nng  fia  quantità  politi- 

~T~ 

va  , defcritte  come  nella  Fig.  67.  le  iperbole  R R , ma  del 

rettangolo  collante  ab  — mn—  nng  Xf , e prefa  AD  — m-hng, 

7 ~T 

faranno  erte  nello  flertò  modo  il  luogo  dell’  equazione^ 
proporta  . 

Se  l’equazione  proporta  averte  l’ultimo  termine  affet- 
to dal  fegno  negativo;  cioè  fe  forte  gxv  + xy—ab+z  mx—  ny9 

la  terza  follituzione  da  farfi  farebbe  x +•  n — q,  dove  che^» 
prima  era  x — n — q9  e però  muterai!!  la  pofizione  del  pun- 
to A , origine  delle  x . Adunque  nella  Fig.  6S.,  fe  il  valo- 
re di  A D è pofitivo  , e nella  Fig.  69. , fe  è negativo,  pro- 
dotto in  E il  lato  BA  del  folito  triangolo,  onde  fia  AE—n9 
fi  deferivano  fra  gli  afintoti  TT,  PP  le  iperbole  del  loro 
competente  rettangolo  collante  , cioè  quando  nell’  equa-* 
zione  il  termine  mx  è affetto  dal  fegno  pofitivo  , del  ret- 
tangolo collante  — ab  — mn  — nng  XA  e quando  per  l’op- 

b b 

porto  è affetto  dal  fegno  negativo , del  rettangolo  collan- 
te = ab  + mn  _ nng  Xf,  e prefa  nel  primo  cafo  AD  — m -+ng9 
k h X~ 


c 
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e nel  fecondo  AD  — ng  — m,  faranno  nello  {ledo  modo  il 

y 

luogo  dell’  equazione  propofta  . 

Fino  ad  ora  ó fuppofto , che  il  rettangolo  collante^, 
dell’  equazione  ridotta  fia  quantità  pofitiva  ; ma  quando 
folle  quantità  negativa  , non  farebbe  diflìmile  la  corruzio- 
ne , avvertendo  folo  di  defcrivere  le  iperbole  negli  altri 
due  angoli  relativamente  al  rettangolo  collante  , che  darà 
l’equazione  ridotta,  prendendo  la  linea  AD  pofitiva,  o 
negativa  fecondo  il  valore , che  darà  la  fiefia  equazione^ , 
ed  il  punto  A alla  finiftra  , o alla  delira  dell’  afintoto  TT 
conforme  farà  pofitivo  , o negativo  l’ultimo  termine  ny 
dell'  omogeneo  di  comparazione  , come  inoltrano  le  Fi- 
gure 66.  67.  6 8.  e 69. 

Il  termine  collante  ab  è flato  prefo  fin’  ora  fempre 
pofitivo  ; ma  quando  anche  fi  prenda  negativo  , neffima 
alterazione  può  egli  fare  , fe  non  rendere  negativo  il  ret- 
tangolo collante  delle  equazioni  ridotte  , il  qual  cafo  già 
è flato  collruito  . Rella  adunque  generalmente  collruita_. 
la  prima  delle  quattro  equazioni  propolle , cioè  gxx  4-  xy— 

b 

ab  fi  mx  ± ny . 

Quanto  alla  feconda  equazione  di  fopra  riferita-. 
v- gxx +-  xy~ab±.  mx+Lny  ; la  prima  follituzione  , che_» 

a 

devefarfi,  far ky  — gx  — z,  ciò èy  = z + gx3  e tuttodì  rima» 
~b~  b 

nenie  fi  faccia  , come  fi  è fatto  fin’  ora  . 


Adun- 
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Adunque  per  avere  l’ordinata  y bifognerà  alle  z ag- 
giungere lag#  5 onde  in  ciafcun  cafo  delle  Figure  66.  6j. 

( r 

68.  e 6y.  fi  dovrà  deferì  vere  il  triangolo  ABC  al  di  fotte 

della  NN,  come  fi  vede  in  Ab  C5  coi  lati  Ab~h , bC—g t 
e con  l’angolo  AbC  eguale  all’angolo  , che  devono  fareL» 
le  coordinate  dell’equazione  prapofia*  quindi  prodotta  dall’ 
una,  e dall'altra  parte  Ab , e prefa  una  qualunque  Aq 
farà  la  corrifpondente  qR  la  y . 

Jje  due  ultime  equazioni  delle  quattro  fono 

gxx—  xy—  ab+z  mx ±.ny , 

~T~ 

— gxx  — xy  — ab  +^  mx  ±.ny , 
b 

ma  mutando  i fegnì  faranno  effe 

gxx  4-  xy  — — ab ’F-  mx  tp  ny , 

~1T 

gxx  +>  xy  — — ab‘.f  mx  +r  ny  i ma  quella  è Hata 
b 

coffruita  nel  coffruire  la  prima  s e l’altra  è fiata  coffruita 
nel  coffruire  la  feconda  % e pero  generalmente  fono  fiate 
coffruite  le  quattro  equazioni  da  prima  propoffe  ; il  che^> 
era  da  farli , 
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132.  Data  di  porzione  la  retta  indefinita  AB,  ( Fig.70.) 
e dato  fuori  di  ejja  il  punto  F ; fi  ricerca  il  luogo  di  tutti 
' i punti  M tali  , che  condotte  da  ciafcuno  di  ejfi  due  rette 
linee  , l'una  perpendicolare  alla  AB,  l'altra  al  dato  punto 
F , fieno  quefìe  fempre  eguali  fra  loro  . 

Sia  M uno  dei  punti  , che  fi  cercano  , e fi  tirino  le 
rette,  MN  perpendicolare  aBJ,  ed  MF  al  dato  punto  F ; 
dovranno  edere  quefie  eguali  fra  loro , per  la  condizione 
del  problema,  e però  condotta  FG  normale  ad  AB,  e 
chiamata  — a , fi  tiri  ad  efia  perpendicolare  MP  , e fi 
chiami  GP  — x,PMzzy}hFa.PFzza  — x,  e però  FM  — 

— Vaa  — 2 ax  4-  xx  4- yy  , ma  FM  zz  MN  -,  dunque  x zz 

zz  aa  ■—  lux  4-  xx  +■  yy  , cioè  xx  — xx—zax-r-aa-^-yy,  o 
fia  2 ax  — aa  —yy,  e fatta  la  fofiituzione  x—azzz,  farà 

X 

2 az—yy,  equazione  alla  parabola  apolloniana  . 

Si  prenda  GL  eguale  alla  metà  di  G F,  e col  vertice 
L , col  parametro  r=  za  fi  deferiva  la  parabola  L M,  farà 
efia  il  luogo  cercato  , in  cui  prefa  una  qualunque  L Pzzz  9 
farà  P Mzzy\  ma  GL— fi- a,  dunque  G Pzzz*  azz  x,  e pe- 

Z 

rò  le  GP , P Mie  coordinate  dell’equazione  propofia  . 

Già  fi  fa,  per  la  proprietà  della  parabola  , che  AB  è 
la  direttrice  , ed  F il  fuoco  . 


P&Q- 
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PROBLEMA  II. 

153.  Data  di  porzione  una  retta  linea  indefinita  PAF, 
e dati  due  punti  fijfi  A , D , l’uno  filila  fiejjd  linea  , e l’al- 
tro fuori  di  ejja  ( Fig.  71.  ) , fi  domanda  il  luogo  di  tutti 
i punti  M tali  , che  condotte  le  linee  MA  al  dato  punto 
A,  f DME  dal  dato  punto  D per  lo  punto  M , fia  fem- 
pre  A M eguale  alla  porzione  M E comprefa  fra  il  punto  My 
ed  il  punto  E,  in  cui  ejfa  linea  DME  incontra  la  dateti 
linea  PAP. 

Dal  dato  punto  D , e dal  punto  Ms  che  fi  Suppone^' 
edere  uno  di  quelli , che  fi  cercano,  fi  tirino  le  linee  DB, 
M P perpendicolari  alla  data  PAP;  faranno  note  le  rette 
A B , B D , e però  fia  AB—  2 a,  BD  — zb,  AP  — x , PM—y. 
Si  tirino  le  rette  AM , DME;  poiché  per  la  condizione^ 
del  problema  AM—ME , farà  ancora  PE—AP  — x;  ora 
per  i triangoli  limili  E B D , E P M farà  EB,  BD  : r EP  , 
P M,  e fofiituendo  i valori  analitici  , zx~  za,  2 b ::  x,y; 
e però  l’equazione  2 xy—  zay  — zbx , cioè  xy  — ay  — bx  . Si 
faccia  la  fofiituzione  x — a — % 3 farà  zy  — bz-r-ba,  e tras- 
portando il  termine  bz , zy  — bz  — ab  , e fatta  l’altra  foftitu- 
zione  y — b—pi  farà  finalmente  pz  — ab , equazione  all’iper- 
bola  fra  gli  afintoti  . 

Sulla  data  linea  di  pofizione  PAP  dal  dato  punto  A 
fi  prenda  AL  — a,  e fi  erigga  ad  efla  perpendicolare  Ia_. 
LC-b;  indi  condotta  per  lo  punto  C la  retta  RE  paral- 
lela 
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lek  a P P ; fi  deferivano  fra  gli  aliatoti  RF,  HG  le  due 
oppofie  iperbole  DM,  A M de  1 rettangolo  ab,  le  quali 
paleranno  per  i punti  D,  A;  prefa  una  qualunque  CK  — z , 
farà  KM—p,  ma  AL—a,LC—b ; dunque  AP  — a + z — x, 
e P M—p  +■  bi-y  faranno  le  coordinate  del  problema,  e 
le  iperbole  il  lungo , che  fi  cercava  ; il  che  ec. 

P R O B L E M A III. 

i?4-  Dati  due  circoli  EGF,  BNO,  e dati  i loro 
centri  G,  A ; ( Fig.  72.  ) fe  da  un  qualunque  punto  G della 
periferìa  del  circolo  EGF  fi  tirerà  una  tangente  GNO, 
che  incontri  ne ’ punti  N,  O l’altro  circolo  BNO,  e da 
quefìi  due  punti  fi  condurranno  due  tangenti  NM,  OM, 
fi  ricerca  il  luogo  di  tutti  i punti  M , ne'  quali  le  dette_j, 
tangenti  s’ incontrano  . 

Dal  punto  M,  che  è uno  di  quelli,  che  fi  cercano,  fi 
tiri  la  perpendicolare  MP  alla  C A , e dal  centro  A fi  tiri 
la  retta  AM;  poiché  i triangoli  ANM , AOM  fono 
eguali,  per  edere  retti  gli  angoli  N,  0,  ed  i lati  AN, 
NM  eguali  ai  lati  AO  , OM ; farà  anche  l’angolo 
NMA—O  MA,  onde  nei  triangoli  NMQ,  0 MQ,  poiché 
è comune  il  lato  M Q,  ed  MO  — MN , farà  NQzzQO, 
cd  AM  perpendicolare  alla  NO  . Si  tiri  dal  centro  C al 
punto  del  contatto  la  retta  CG  , la  quale  farà  parallela 
ad  AM,  eflendo  anch’efia  perpendicolare  alla  NO;  e fi 
chiami  AB— a,  CE  — b , CA  — c , ed  A P — x , P M~y  , 

Gc 


e 
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e però  AM—Vxx-b-yy.  Nei  triangoli  fimili  AO  M , 
AQO  farà  AM,  AO::  AO,  AQ,  e foftituiti  i valori 
analitici , fi  troverà  AQ~  aa  . Si  conduca  C H per- 
ii/ xx  4.  yy 

pendicolare  ad  MA  prodotta  , fe  farà  bifogno  , fara 
HQ  — CG,  e però  HA  — b — aa  ; ma'  faranno  fi- 

l/xx  +.  yy 

mili  i triangoli  CAH,  AMP,  dunque  P A,  AM::  AH, 
A C,  cioè#,  (/  xx  -tr-yy  : : b — aa  , c , e moltipli- 


1/ 


XX  ■ 


yy 


cati  gli  eflremi,  ed  i mezzi,  cx  — b V xx  +-yy — aa,  ovve- 
ro  ex  +•  aa~b  y xx  +-yy , e quadrando,  ccxx  ■*- zaacx +* 
a^zzbbxx  +*  bbyy , ciò byy^-  bb  — ccY.  xx — zaacx — a*^ o* 

bb  bb  bb 

Tre  cafi  in  quel?  equazione  debbono  diftinguerfi  , 
cioè  quando  b~c  ; quando  b è maggiore  di  c $ e quan- 
do c è magg:ore  di  b . 

Sia  primieramente  bzzc  , farà  l’ equazione  yy  — 
2aax—~a*zzo,  Si  _ laici  folo  da  una  parte  il  termine 
T“  Jb 

yy  , e farà  yy  — zaax  +-  a* , e ritrovato  un  rettangolo 
~~T~  ~bb~ 

tbf—aa , fi  ponga  in  luogo  di  aa  nell’ultimo  termine 
del  fecondo  membro  , farà  yy—zaax  +-  zaaf,  e fatta  la 


foflituzione  x-^f—z,  farà  finalmente  yy—zaaz  , equa” 

_____ 


Z!0“ 
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zione  alla  parabola  apolloniana.  Sulla  retta  CA  ( Fig,  73.  ) 
yerfo  C fi  prenda  AI=aa—fs  e col  vertice  I , affé  ILS 

Fb 

parametro  n zaa  fi  deferiva  la  parabola  IM;  farà  effa  il 

è 

luogo  cercato  ? in  cui  prefa  una  qualunque  IP  — z , farà 
P M—y , ma  Alzzf,  dunque  A Pzzz-—f—x ^ e le  A P s 
P M le  coordinate  del  Problema  „ 

Sia  in  fecondo  luogo  b maggiore  di  r,  farà  pofitivo  il 

termine  bb  — cc  X %%  » fi  feriva  l’ equazione  così 
’ bh 

bb—cc'Kxx — zaacx—a* — • yy , ovvero  xx — zaacx~a*  — 

bb  bb  bb  bb  — cc  bb — cc 

bbyy  , ed  aggiunto  ad  ambi  i membri  il  quadrato  a^cc  s 

bb—  CC  " «. t 

bb’ — ce 

farà  ## — 2 aacx  a*  cc—a+bb — e fatta  la  foftituzio- 

■ • " r 

bb  «—  cc 1 z,  bb— CC 

bb—  CC  bb — CC 

ne  x—-aac—zf  farà  finalmente  bbyy  — a+bb  — zzt  equazio» 

bb— CC  bb— CC  i 

bb—  CC 

ne  all’  elliffi . 

Si  prenda  (Fig.  74.)  dal  punto  A verfo  E la  porzione 
AI  — aac  , e col  centro  1 , coll' affé  trafverfo  Z Y — zaab% 

bb—  CC  bb—  CC 

col  conjugato  RT=  zaa  fi  deferiva  l’elliffi  RZTY3 

V bb—  cc 

farà  effa  il  luogo  cercato  , in  cui  prefa  una  qualun- 
que 


Cc  2 
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que  IP - — z (perchè  dalla  parte  de’ negativi  ) , fata 

P M~y  ; ma  AI—  aac  , dunque  AP  — Z+-  aac  — x,  e. 

bb  — cc  bb — CC 

però  le  AP>  PMÌq  coordinate  del  Problema,  il  che  ec. 
Sia  finalmente  c maggiore  di  b , farà  negativa  la-* 

quantità  bb  — ccX  xx,  e però  l’equazione  ccxx — bbxx+° 
Jb  ‘ ~bb 

2 aacx—yy — a+,  ovvero  xx -b  laacx  — bbyy — a 4 . Si  ag- 

hb  bb  — bb  cc — bb  CC  — bb 

giunga  ad  ambi  i membri  il  quadrato  a*  cc  , e farà 


cc — I bb 


xx  +-  laacx  +-a*cc  — bbyy+-'a*bb  , e fatta  la  foftituzione^ 


CC  bb  i cC — bb 1 

cc — bb  cc — * bb 


z~x+~  aac  , farà  finalmente  zz  — a*bbaz  bbyy  , equa- 


cp — bb 


CC—  bb 


-a  CC—  bb 


zione  all’iperbola  riferita  agl’  affi  . 

Sulla  retta  C A ( Fig.  75.  ) fi  prenda  dalla  parte  del 
punto  C la  porzione  AI—  aac  , e col  centro  I , coll’ alfe 

cc  — -bb 

trafverfo  ZY—  zaab  , col  conjugato  = 2 aa  fi  deferiva» 
tc~hb  Vcc-bb 

no  le  iperbole  oppofie  YM , Z K ; faranno  effe  il  luogo 
cercato,  in  cui  prefe  una  qualunque  IP  — z , farà  PM—y; 
ma  AI—  aac  , dunque  AP—z — aac  — x , e però 

cc bb  cc bb 

le  AP , P M le  coordinate  del  problema  propofto  * 

il  che  ec» 


In 
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In  quello  Problema  fi  è Tempre  fuppofto  il  circolo 
EFG  maggiore  del  circolo  BNO  , cioè  b maggiore  di 
a,  ma  quando  anche  folle  b~a , ovvero  a maggiore  di 
b , il  luogo  dei  punti  cercati  farebbe  Tempre  nel  primo 
cafo  la  parabola,  nel  fecondo  l’elliffi,  e nel  terzo  le  due 
oppofle  iperbole,  e perciò  era  inutile  il  difiinguere  quelli 
cali,  i quali  non  fanno  variare  i luoghi. 

PROBLEMA  IV. 

135.  Date  due  lìnee  AG,  GB  ài  porzione  falla  ret- 
ta AB  , che  Jfi  taglino  in  G ( Fig.  76.  77.  ) , fi  ricerca _ 
il  luogo  dì  tutti  i punti  M tali , che  condotta  per  ejfi  una 
perpendicolare  P M N ad  AB,  che  tagli  nel  punto  Q.  la_ _ 
AC  , e nel  punto  N la  BC,  fia  fempre  il  quadrato  di 
PM  eguale  al  rettangolo  di  PQXPN. 

Si  tiri  la  retta  CD;  quella  o caderà  fra  i punti  A , 
B , come  nella  Figura  76. , o caderà  da  una  parte  di  elfi, 
come  nella  Figura  77. 

Cada  in  primo  luogo  fra  i punti  A , B , e fi  chiami 
AB  — a , A P~u,  P Q — x,  P M—y,  PN—z,  farà,  per  la 
condizione  del  problema  , zx—yy.  Ma  è data  la  ragione 
di  AP  a P Q , che  fia  , per  efempio  , quella  di  m ad  n , 
ed  è data  la  ragione  di  B P , a P N , che  fia,  per  efempio, 
come  b,c;  dunque  farà  PQzzx~un , e PN—z  — ac—  cu , 

vi  b 

e però  folìituiti  quelli  valori  nell’  equazione  zx  — yy , farà 
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yyzzac  — cu  X un , cioè  btnyy  zz  un  • — ttu , equazione  all’elliflì. 

b m cn 

Coll’  affé  trafverfo  AB  — a,  col  conjugato  r:  a j/c n fi  de- 

bm 

feriva  l’elliffi  AMB,  farà  la  metà  fuperiorc  AMCB  il  luo- 
go , che  fi  cerca  , 

Cada  ora  ( Fig.  77.  ) il  punto  D da  una  parte  dei  pun- 
ti A , B , e chiamata  , come  fopra  , AB  — a,  AP  —u, 
p M — y,  P Q — x,  PN  — z,  farà  BP  — u— a,  e però 
PN—uc  — ac  ; ma,  per  la  condizione  del  problema,  zyzzyy, 
l 

e la  x — un , come  fopra  , dunque  fatta  la  foftituzione  dei 

m 

valori  di  z,  ed  x,  farà  yy — tic  — acV\  un,  o fia  bmyy  — uu~  au, 

b m c n 

equazione  all*  iperhola  . 

Al  vertice  B , affé  trafverfo  — a , affé  conjugato 
— aj/en  fi  deferiva  l’iperbola  BCM , farà  effa  il  luogo 

bm 

che  fi  cercava  . 

Se  la  retta  AC  non  cadeffe  fopra  la  AB,  ma  folle  a-, 
lei  parallela  , come  farebbe  nella  pofizione  a C,  AB, 
( F/g.  78.  ) farebbe  data  la  retta  PQ,  e però  chiamata-, 
P Q—tn , A B — a , B P zz  u , P N — z , PM—y,  e fatta  la_, 
ragione  di  BP,  PN  ::  m,n,  l’equazione  xz  — yy  farebbe 
yy  - un  ; onde  deferitta  al  vertice  B , affé  BA,  col  para- 
metro -n  la  parabola  apolloniana  B MC, farà  effa  in  que- 
llo cafo  il  luogo  , che  fi  cerca  . 


PRO- 
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PROBLEMA  V. 

13^.  Sia  una  curva  A M (Fig.  79.),  dì  cui  fia  data 
l'equazione  , ed  abbia  per  affé  la  retta  AT,«  fia  fuori  di 
effa  un  punto  fiffo  F , da  cui  fia  condotta  la  retta  F M , 
che  tagli  la  curva  nel  punto  M , e l’affe  nel  punto  P . 
Movendofi  la  retta  F M intorno  al  punto  F faccia  movere 
tutto  ik  piano  A M P parallelo  a fe  fleffo  fulla  linea  ET, 
Cj (fèndo  fiffb  il  punto  P rifpetto  al  punto  A , ma  mobile. ^ 
full’  affé  T A , cioè  effendo  data  A P ; deferiverà  nello  fleffo 
tempo  il  punto  M una  curva  GMD  : fi  cerca  , quale  fia-, 
quefla  curva  . 

Sia  giunta  la  curva  fui  punto  a della  retta  E T , farà 
per  la  condizione  del  problema  PpzzAa,e  però  AP  — (ap). 
Si  chiami  adunque  A P — a,  FT—b,  ed  abballata  dal  pun- 
to M la  perpendicolare  M Q a.d  ET  -,  Ea.  Tei  — x , QM—y, 
AQ—t.  Poiché  per  i triangoli  limili  FOM,  PMQ  li  a 
F 0,  0M  ::  Q_M , PQ,  cioè  b+-y , x ::  y , xy  , farà 

b +-  y 

xy  - PQ,  ma  PQ-a^t,  dunque  xy  — a —t , 

b -h  y b 

cioè  xy—ab—  bt  +-  ay  — ty . 

Si  foQituifca  in  quell’  equazione  canonica  il  valore.# 
di  t dato  per  la y , e per  le  cognite  dell’equazione  della^ 
curva  AM,  e fi  avrà  l’equazione  , che  fi  cerca  della  cur- 
va CMD. 


Sia 


zoS  ISTITUZIONI 

Sia  primieramente  AM  una  retta  linea  (Fig.  80.  ) ; 
farà  data  la  ragione  di  t ad  y,  che  fia,  per  efempio  , co- 
me m ad  n , farà  t — my,  e foftituito  quello  valore  in  luo- 

n 

go  di  t nell’  equazione  canonica  , farà  elTa  myy  — ah  — 

n 

xy  — bmy  -h  ay , luogo  all’iperbola  fra  gli  afintoti  . 

n 

Per  coflruirla  nella  data  Figura  fi  prenda  fu  Ila  FO 
una  qualunque  porzione  TH,  e condotta  in  angolo  retto 
la  HG  tale  , che  ha  TH,  HG  ::  n , m ; fi  tiri  la  TG  , c 
prefa  fulla  T A la  porzione  TV—  an—bm  , dal  punto  V 

n 

fi  tiri  VS  parallela  a TG  , e fra  gli  afintoti  VS,  VE  fi 
deferiva  l’iperbola  CMD  del  rettangolo  collante  ~ ab  gì 

n 

(fatta  zzg  la  nota  TG)  prefa  una  qualunque  affida  TQ—  x, 
farà  la  corrifpondente  QM—y,  e l’iperbola  il  luogo  dell’ 
equazione  mvy  , il  che  ec. 

n 

Sia  in  fecondo  luogo  A M un  circolo  ( Fig.  81.  ) de- 
fcritto  col  centro  P , raggio  A P— a,  farà  per  la  proprietà 

del  circolo  A Q — t — a—  Vaa  —yy , e foflituito  nell’equa- 
zione generale  in  luogo  di  t quefto  valore  , farà  effia^ 

xy  — b-\-  yVaa^yy^  equazione  alla  Concoide  di  Nicome- 
de  , e farà  la  curva  CMD  , che  fi  deferivo  dall’  interfe- 
zione  M della  retta  FM  coll’arco  fuperiore  AM  del  cir- 
colo , la  concoide  fuperiore  , ET  ne  farà  l’afintoto  3 F il 

polo.; 
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polo  ; c la  curva  , che  lì  genera  dall’ interiezione  N della 
retta  FM  col  circolo  al  di  lotto  di  E T,  farà  la  concoide 
inferiore  . Il  che  manifeflamente  fi  vede  dalla  natura  del- 
la concoide,  e dalla  condizione  del  problema  ; impercioc- 
ché faranno  fempre  le  due  intercette  P Af,  PN  fra  Pafin- 
toto  , e la  curva  eguali  al  raggio  del  circolo  AP. 

Sia  in  terzo  luogo  la  curva  A M una  parabola  apollo- 
niana  del  parametro  AP~a ; ( Fig . 82.)  farà  in  quell’ ipo- 
tefl  t —yy,  e follituito  nell’equazione  canonica  quello  va- 

m 

lore  di  t , farà  elTa 

xy  — ay  +-y 3 ~ ab  — byy  , 

m m 

cioè 

y 3 +■  mxy  -f-  byy  — amy  — abm  — o . 

Che  è l’equazione  alle  due  Concoidi  Paraboliche  , una_, 
delle  quali  fi  defcrive  per  Pinterfezione  della  linea  FM 
colla  parte  fuperiore  della  parabola  ; l’altra  per  Pinterfe- 
zione colla  parte  inferiore  , e la  retta  E T farà  anche  in_. 
quello  cafo  l’afintoto  delia  curva . 

PROBLEMA  VI. 

137.  Dati  due  circoli  eguali,  che  fi  taglino  in  dut~> 
pinti  A,  N;  (Fig.  §3.)  e dati  i loro  centri  D,  B , fi  ri- 
cerca il  luogo  di  tutti  i punti  M tali  , che  le  loro  ài fl an- 
te dai  detti  circoli  fieno  fempre  eguali  fra  loro  . 


no  ISTITUZIONI 

Sia  M uno  dei  punti  , che  fi  cercano  ; condotte  dai 
centri  D,  B per  quedo  punto  le  rette  DM,  BO , faranno 
MS , MO  le  didanze  dai  circoli  dati , le  quali  per  la  con- 
dizione del  problema  devono  edere  fra  loro  eguali . Si 
chiami  adunque  D S — BO  — a,  DB~b  ,c d abballata  la 
perpendicolare  MP  alla  retta  DB  prodotta  , da  DP~x9 

P M~y , farà  D M — \/xx  -t-yy,  ed  SM — Vxx+- yy  — & » 
ma  BP  —x*~b  , dunque  BM  — Vx x — zbx +•  bb  + yy,  e_* 
però  0 M—  a — • Vxx  — zbx  +-  bb  +* yy  , ina  deve  edere»* 
SM~MO,  dunque  d avrà  l’equazione  + <3  = 0 — 

l/xx  — 2 bx+bb  +-yy , la  quale  d riduce  ad  edere  (coi  me- 
todi infegnati  ) xx  — bx+-bb  — aa  — 4 aayy,  d faccia  la  fodi- 

4 4 aa  — bb 

tuzione  x — b—z , e farà  zz-aa  — ^aayy,  o da  4 aayy  — 

a qaai—bb  4 aa — bb 

aa  — zz,  equazione  all’  elliffi  . 

Si  divida  per  metà  nel  punto  C la  retta  DB,  e col 
centro  C,  coll’ade  trafverfo  FE  zz  za, col  coniugato  AN— 

V/\aa  — bb  fi  deferiva  l’elliflì  FAEN,  farà  e da  il  luogo 
cercato,  in  cui  prefa  una  qualunque  CP~z,  farà  PM—y, 

ma  CD  — -~  b , dunque  DP~ z-h  x,  e però  le  DP , 
PM  le  coordinate  del  problema  propodo  . 

E’  inutile  il  difiinguere  i cafi,  ne’ quali  a è maggio- 
re , minore  , o eguale  a b , perchè  il  problema  non  muta 
natura , efiendo  fempre  necedariamente  b minore  di  za  , 
come  è chiaro  . 


Dalla 
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Dalla  corruzione  fi  ricava  , che  i punti  D , B faran- 
no i fuochi  dell’  elliffi  , e che  il  di  lei  affé  conjugato  farà 
terminalo  dai  punti , ne’  quali  fi  tagliano  i due  circoli , 
E primieramente  , perchè  D S è eguale  a.BO,  ed  SM  — 
MO , farà  D5+  S M+-  MB,  cioè  DM-h  MB  — 2 DS  , ma 
zD  S — F^E,  dunque  per  la  nota  proprietà  dell’ellilfi  fa- 
ranno i punti  B,  D i di  lei  fuochi . Ciò  fuppofio,  per  un’, 
altra  proprietà  dell’  ellifli  riguardo  ai  fuochi , intendendo 
condotte  le  BA,BN,  farà  B N —BA—CE , ma  quello  li 
verifica  nei  punti , nei  quali  fi  tagliano  i due  circoli  dati , 
perchè  D ,B  fono  i loro  centri , e CE  per  la  cofiruzione 
è eguale  al  femidiamer.ro  degli  Beffi  circoli,  dunque  l’el- 
liffi  pafferà  per  i detti  punti  d’interfezione  dei  circoli  dati , 
il  che  ec. 

PROBLEMA  VII. 

138.  Data  la  retta  linea  AB  (Fig.  84.  ),  ritrovarti 
il  luogo  de ’ punti  D tali , che  nella  prodotta  D A prefa_ 
A C metà  di  AD,  e condotta  al  punto  B la  retta  C B , 
Jta  CB—C  D . 

Si  abballi  dal  punto  D,  che  fi  fuppone  effere  uno  di 
quelli,  che  fi  cercano,  la  normale  DP  alla  AB.  E fi  chia- 
mi AB  — a,  AP  — x,  PD—y , farà  AD  — l^xx-hyy  , ed 
A C per  la  condizione  del  problema  re  -j-  i^xx-hyy  , e_» 

però  CD—CB~~VxxJryy\  fi  tiri  dal  punto  C la  per- 

Dd  2 pen- 
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pendicolare  C£)  alla  B A prodotta  ; poiché  ne’  triangoli 
limili  AQC,  APD  è ADzziAC,  farà  AP-iAQ,  O 
PDzziQC,  onde  CQzz^-y,  ed  AQ  = t* , e però 

a+*-~x;  ora  CB  - CQ  +-BQ  ~ aa +•  ax  +■  xx  +•  yy  > ma-. 

-.i  4 4 

CB  —CD~?)  Y^xx  + yy9  dunque  farà  l’equazione  $xx  + 

4 4 

Pj/jV  — aa  ax  +■  xx  +■  yy , che  fi  riduce  ad  ellere  xx  — ax— 

4 4 4 z 

aa—yy  , ed  aggiunto  ad  ambi  i membri  il  quadrato  , 

x I <5 

e fatta  la  fofiituzione  x — a — zy farà  finalmente  zzrzzpaa  — 

7 16 

equazione  al  circolo  . 

Si  prenda  adunque  BM—^a,  e col  centro  Af,  col  rag- 

4 

gio  BAf  fi  deferiva  il  circolo  NDB , farà  elio  il  luogo  , 
che  fi  cercava  , in  cui  prefa  una  qualunque  MP  — z,  farà 
P D —y , ma  AM~~  a , dunque  A P — z+-  a — x}  e le 
A P,  PDle  coordinate  del  problema  propofio  . 

Se  fi  volefie  anche  il  luogo  de’  punti  C } quello  fareb- 
be un’altro  problema  di  fimile  natura  ? che  fi  fciogliereb- 
be  nella  feguente  maniera  . 

Si  chiami  AQ  ~ p,  QC~  q normale  a BN , farà 
A Pzz  2p , P D~zq  9 ma  AM~cp , ed  MB  — 3 a,  dunque., 

4 4 

JSl  A — a , e però  NP/\PB  -aa+-  ap  — qpp  , ma  per  la_. 
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proprietà  del  circolo  N P XP B—  PD- dunque  farà 
4 qq~aa'+  ap  — ^pp,  quindi  aa  — qq—pp  — ap  , fi  aggiunga 

X 84 

ad  ambi  i membri  il  quadrato  aa  , e fatta  la  fodituzione„. 

«.<  6 4 

p — a — t,  farà  qq  — ?aa~  tt } onde  defcritto  col  diametro 
a 64 

MN—^a  il  femicircolo  NC M,  farà  edo  il  luogo  di  tutti 
4 

i punti  C,  in  cui  prefa  dal  centro  5 una  qualunque  SQ—t, 

farà  QC—  q , ma  A Szza,  per  la  colìruzione  , dunque-. 

T 

A Q — 1 — p , e le  AQ,  Q C le  coordinate  del  pro- 
8 

blema  . 

Quedi  due  Problemi  d potranno  dimodrare  unita- 
mente in  forma  di  Teorema  nel  feguente  modo  . 

Se  nella  data  AB  lì  prenderà  MB  eguale  a tre  quarti 
di  AB,  e col  centro  M,  col  raggio  MB  fi  defcriverà  il 
circolo  NDB  , ed  in  oltre  col  diametro  MN  il  circolo 
NCM  , condotta  per  lo  punto  A , comunque  fi  voglia-, , 
la  retta  linea  CD  terminata  alla  periferia  dell’  uno,  e dell’ 
altro  circolo  , e dal  punto  C la  retta  CB  all'edremità  del 
diametro  , farà  ietnpre  DA  doppia  di  AC,  e CD  eguale 
a CB  . 

Sia  «Sii  centro  del  circolo  NCM,  e fi  conducano  le 
rette  SC,  D L per  i centri  S , M . Poiché  S M è la  metà 
ài  MB,  farà  S M tre  ottavi  di  AB  ; ma  AM  ne  è un_ 
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quarto,  dunque  SA  farà  un’ottavo  di  AB,  e però  la  metà 
di  A M;  ma  è pure  S C la  metà  di  D M , e l’angolo  SA  C 
eguale  all’angolo  D AM,  dunque  è facile  da  vederli , che 
farà  il  triangolo  SA C limile  al  triangolo  DAM , e farà 
però  anche  AC  la  metà  di  AD,  che  era  il  primo  . 

Ma  fe  fono  Umili  i triangoli  SAC,  A DM,  farà  anc- 
elle l’angolo  SC A eguale  all’  angolo  AD  M,  onde  faran- 
no parallele  le  rette  linee  S C , D L,  e d in  confeguenza.» 
fimili  i triangoli  BLM,  BCS , e però  farà  ML  la  quarta 

proporzionale  di  BS  , SC  , ed  MB  ; ma  BS  — 9 A B 9 

T 

SC~  3 AB,  MB—  6 AB,  dunque  ML  — 2 AB  — AM, 
~ ~8~  8 

ma  MD  — MB , e l’angolo  A MB  — L MB,  dunque  fono 
eguali  i triangoli  AMD , BML,  e l’angolo  ADM—  MBL; 
ma  è anche  l’angolo  MDB  eguale  all’angolo  MBD,  dun- 
que l’angolo  CDB  è eguale  all’angolo  CBD , e però  il 
lato  CB  eguale  al  lato  CD,  che  era  il  fecondo  . 

PROBLEMA  Vili. 

13P.  Dati  i due  lati  AC,  CB  della  norma  ACB, 

( Fig.  85.  ) fi  ricerca  il  luogo  di  tutti  i punti , per  i quali 
pajja  l’ efìremità  B del  lato  C B mentre  la  norma  fi  move  tal- 
mente , che  il  punto  A fia  fempre  falla  linea  DM  , ed  il  pun- 
to C fulla  linea  DP,  chefifuppone  perpendicolare  alla  DM. 


Dal 
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Dal  punto  B fi  abballi  B P normale  a D P , e fia_. 
DP-x,  PB-y,  AC- a,  CBzzb  ; farà  CP-^bb-yy, 

DC-x-v'bb-yy . Ma  gli  angoli  DCA  , BCP  prefi 
affieme  fono  eguali  ad  un  retto,  ficcome  gli  angoli  BCP , 
CBP , e però  eguali  fra  loro  gli  angoli  DCA , CBP ; 
dunque  faranno  limili  i triangoli  ADC , BCP  , e farà 

AC,  CD::  BC,  BP,  cioè  x -Vbb - yy\:b ,y  ; e però 

ay —bx—bv'Tb—yy , e quadrando,  ed  ordinando  iter- 

mini  , farà  T equazione  xx  ,—  2axy  aayy  — bb—yy  . Si 

b bb 

faccia  la  foftituzione  x~  ay  — z,  ed  averaffi  l’equazione^ 

b 

ZZ  ~bb—yy  all’elliffi . 

Sull’indefinita  DM  fi  deferiva  il  triangolo  DEH  coi 
lati  DE  — b,  EH— a,  e l’angolo  DEH  retto,  giacché 
è retto  l’angolo  delle  coordinate  del  Problema  , e fia  ~f 
la  nota  DH.  Col  femidiametro  trafverfo  DH—f,  col 
femidiametro  conjugato  DQ  — b,  e parallelo  ad  EH  fi 
deferiva  l’elliflì  HBQ,  eiTa  farà  il  luogo  ricercato,  in  cui 

prefa  una  qualunque  DF—PB—y,  farà  GB  — z,  FG  — ay, 

~T 

dunque  FB  — z+ay  — x — DP\  e però  le  DP,  PB  le_* 

T 

coordinate  del  Problema  . 


PRO- 
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PROBLEMA  IX. 

140.  Dato  V angolo  B A P,  e dato  il  punto  P;  (Fig.86.) 
f ricerca  il  luogo  di  tutti  i punti  D tali  , che  condotte  le  due 
rette  , B D parallela  ad  A P , e D P al  dato  punto  P , fin 
fempre  B D a D P nella  data  ragione  di  d ad  e. 

Condotta  DC  parallela  ad  AB  , fi  chiami  AP~a, 
A C~x , CD—y  , CPzza  — x.  Poiché  l’angolo  BAP  , 
o fi  a DCE  è dato,  condotta  DE  normale  ad  AP;  farà 
data  la  ragione  di  CD  alla  CE,  eperòfia  CD  ,CE ::  d,b> 

Sarà  adunque  CEzzby , AE  — x+-by,  EPzza~x  — by, 

d d d 

o pure  — *+■  by  — a , PDczex . Adunque  farà  CD—  CEzz 

T n 

DP ~ PE, cioè yy  — eexx  — aa  — xx  +-  2 ax  +-  làby  — ibxy , 

dd  d d 

o Ila  yy  +•  ibxy  +*  bbxx  — ee  +-  bb  ~ dd  X xx  +-  iax  — aa  4- 
~~d~  dd  dd 

2 aby,  ( aggiungendo  all’uno,  ed  all’altro  membro  la  quan- 

7ì 

tità  bbxx  ) . Ma  qui  fi  ofiervi  3 che  la  quantità  ee  + bb  ~dd 

~dd 

può  efiere  eguale  , maggiore  , o minore  del  zero  ; e 
però  fia  in  primo  luogo  eguale  al  zero  , adunque  farà 
l’ equazione  yy  +■  2 bxy  +*  bbxx - 1 aby  +2 ax~aa,c  facendo 
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la  foflituzione  y*-bx  — z , farà  zz  — 2 abz  — tax  — 2 abbx  ~ 

T T” 

#<3 , ed  aggiunto  ad  ambe  le  parti  aabb  , zz-iabz*-* 

dd  d 

aabbzziax  — 2 abbx  aabb  — aacld  , e facendo  la  foftituzio- 

^ «frf 

ne  z — ab—p  , farà  pp~zaddx ~~  zabbx +-aabb ~ aadd  9 
d d d 

cioè  pp  — x—a\2add-—2abb1  e fatto  x — a-q  , farà 

2>  j 

fp—q  Y^zadd—  zabb  . Parabola  Apolloniana. 

Sia  ( Fig.  87.  ) B ^ P il  dato  angolo  , A P la  data_» 
= <3  . Sulla  AP  indefinitamente  prodotta  fi  deferiva  il 
triangolo  AMN  con  l’angolo  AMN ~BAP  ; e fia_, 
AM , MN:\d,  b.  Si  produca  AN  indefinitamente  , e_» 

nella  AB  fia  AH—ab,  e fi  conduca  HE  indefinita,  e 

T 

parallela  ad  AN  . Si  divida  AP  per  metà  in  0,  e con- 
dotta OQ  parallela  ad  AB , col  vertice  Q,  al  diametro 

QE  , col  parametro  — radd—2abbì  (fatta  f~AN ) e 

_ 

con  le  ordinate  parallele  ad  AB  fi  deferiva  la  parabola 
QD  ; prefa  una  qualunque  AFzzx  , farà  VD~y  , ed 
effa  parabola  il  luogo  cercato  . 

Sia  in  fecondo  luogo  ee-^bb—dd  maggiore  del  ze- 
ro , cioè  quantità  pofitiva  . Riprela  adunque  l’equazio- 

E e ' ne. 
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ne  , e fatta  es  + bb  — dd  — hb  » farà  yy  +*  2ÌJX)  +-  bhxx  ^ 

d dd 

bhxx  — aa  +*  zax  ■+-  zaby  , e fatta  la  fleffa  fofiituzione  di 

dd  d 

y+bx  — Z,  farà  zz  — zabz  — bhxx  — * aa  +■  zax  — tabbx  y 
~ ~T~  ' di~  dd 

ed  aggiunto  aabb , e fatta  la  foflituzione  z — ab—p  , 
~ dd  à 

ddpp  — bhxx  +-  laddx 2 abbx  — aadd  +-  aabb  } cioè  xx  +> 

zaddx  — zdbbx  ~ ddpp  +■  aadd  — aabb . Si  faccia  add  — abb — m y 
bb  bb  hb  hb 

farà  xx  +■  zmx  — ddpp  +- a m , ed  aggiungendo  all’uno  ed 
"h)7 

all’altro  membro  w,  xx+-z mx  + mm— ddpp  + am  + mm , 

~~biT 

e fatto  x + m — q * farà  finalmente  qq  — ddpp  +-  am  ■+-  mm  , 

IT 

cioè  qq —,  am  — mm  — ddpp , equazione  all’ iperbola . 

hb 

Sia  BAP  ( Fìg.  88.  ) il  dato  angolo , AP  la  data-, 
~ a , falla  ^ P indefinitamente  prodotta  fi  deferiva  il 
triangolo  AMN  coll’angolo  AM N—B AP  ; e fia  AM 
ad  MN::d,b.  Si  produca  indefinitamente  AN,  e nella 

AB  il  prenda  AH— ab,  e per  Io  punto  H fi  tiri  l’indefi- 

T 

nita  OE  parallela  ad  AN  ; indi  fi  faccia  AK  — m,  e fi  tiri 
KO  parallela  ad  AH;  ed  al  centro  0,  col  fe  midia  me- 
tro trafverfo  0 Q—f  V am+-  mm , col  femidiametro  eon- 

d 


juga- 
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jugato  — h e parallelo  ad  AB  (intendendo 

per  f la  nota  AN)  fi  deferiva  l’iperbola  QD  ; preféu. 
una  qualunque  AV—x  , farà  VD—y  , ed  ella  iperbola 
il  luogo  ricercato  . 

Sia  finalmente  ee  4-  bb  — dd  minore  del  zero , cioè 
nagativa  ; fi  faccia  adunque  ee  -t-bb-dd—  — hh  , e fatto 
y^rbx  —zy  V equazione  farà  zz—  2 abz  ——  hhxx—  aa+-  zax  — 

et  d etet 

zabbx , ed  aggiungendo  aabb , zz  — 2 abz  4-  aabb—  — bhxx+- 
dd  dd  d dd  dd 

zaddx  — rabbie  4-  aabb  — aadd  , e fatta  la  fofiituzione 
"di  ” dd 

z — ab—p,  ddpp  — — hhxx  4-  zaddx  — zabbx  +-  aabb — aadd, 

~d 

cioè  xx  — zaddx  +-  zabbx  — aabb  — aadd  — ddpp  . Si  faccia 

~b  ' ~~bb  bb 

add  — abb-m  , avremo  xx—  zmx-—  am  — ddpp  , ed  ag- 
" ~bb  ~~bb~ 

giunto  mm , xx  — zmx  +■  mm — mm  — am  — ddpp  ; e fatta_, 

~bT 

finalmente  la  fofiituzione  x — m — q,  farà  ddpp ~ mm  — 

~bb 

am—qq,  equazione  all’ellifii  . 

Sia  ( Fig  89.  ) B AP  il  dato  angolo,  ed  A P la  data 
— a.  Sulla  AP  indefinitamente  prodotta  fi  deferiva  il 
triangolo  AMN  coll’  angolo  A M N —B  A P , e fia  A M ad 
MN  ::  d,  b;  fi  produca  AN  indefinitamente  , e nella,. 

Ee  2 ab 
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AB  fi  prenda  AH— ab  , e per  lo  punto  H fi  tiri  la  HE 

T 

indefinita  , e parallela  alla  A N . Sulla  A P prodotta  fi 
prenda  A K~m,  che  in  quello  calo  è Tempre  maggiore 
di  A P~a , e Ci  tiri  KO  parallela  ad  AB.  Al  centro  0, col 

femidiametro  trafverfo  OQ-fVmm  — am  (fatta  AN—f ) 

d 

col  femidiametro  conjugato  —hFmm  — am,  e parallelo 

d 

ad  AH  fi  deferiva  l’elliflì  QD  ; prefa  una  qualunque 
AF—x,  farà  FD~y  , ed  ella  il  luogo  ricercato  . 

141.  Ho  detto,  che  AK  ( m ) è maggiore  di  AP  {a); 
intorno  a ciò  cade  in  propofito  lo  fpiegare  , come  di  due 
quantità  complelfe  polla  conofcerfì,  quale  fia  la  maggio- 
re. Si  inllituifca  adunque  fra  loro  un  rapporto  di  maggio- 
ranza  , o di  minorità,  come  più  piace  , indi  fi  proceda-., 
come  nelle  equazioni , trafportando , dividendo  ec.,  e fa- 
cendo altre  operazioni  fin  a tanto  , che  fi  arrivi  ad  una^ 
confeguenza  nota , la  quale  fe  è vera  o aflalutamente  , o 
ipoteticamente,  farà  afiblutamente  , o ipoteticamente  ve- 
ro il  rapporto  infiituito,  e fe  è falfa,  quello  pure  farà  fal- 
lo . Vogliafi  adunque  fapere  fe  m , cioè  add—  abb  fia_. 

dd  ~ bb  — ee 

maggiore  di  a . Si  faccia  il  rapporto  add —abb  > a,  e ri- 

dd  — bb  — ee 

ducendo  al  comune  denominatore,  add—  abb>  add— abb  — 
aee, e cancellando  i termini,  che  fi  elidono,  farà  o>  — aee\ 


ma 
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ma  è veriffimo,  che  il  zero  è maggiore  di  quantità  nega- 
tiva, dunque  è vero,  che  add—abb  è maggiore  di  a. 

dd—  bb  — ee 

Cosi  volendo  fapere  fe  aa  +-  vab  fia  maggiore  di  bb  , 
fi  faccia  aa  +*  zab  > bb  , ed  aggiungendo  all’uno  ed  all’ 
altro  membro  il  quadrato  bb , farà  aa  +■  2 ab  4 - bb>  2 bb  , e 

cavando  la  radice,  a 4-  b > 1/  2 bb  , o Ila  <3  > 1/  2 bb  — b,  ma 
poiché  fono  date  le  quantità  a , b , potraffi  fempre  fapere, 

fe  a fia,  o non  Ila  maggiore  di  Vzbb  — b,  ed  in  cafo  che 
lo  Ha,  farà  anche  aa  4-  zab  maggiore  di  bb . La  maniera  è 
la  Berta  ne’  cafi  più  comporti,  e però  non  occorre  parlar- 
ne più  lungamente . 

PROBLEMA  X. 

142.  Date  di  porzione  due  rette  V B , VE  (Fig.  90.) 
e dato  il  punto  P , / opra  cui  , come  polo  , s'aggiri  la  ret- 
ta P E , ritrovare  il  luogo  de'  punti  D tali , che  Jia  fem- 
pre CD  alla  DE  in  ragione  data  . 

Si  conduca  VP,  e parallele  ad  ella  le  rette  AD,  BE, 
e fia  la  ragione  di  CD  a DE,  o pure  di  CD  ad  E C,  co- 
me d ad  e , ed  ertendo  dati  gli  angoli  EVB , EBV,  fia_. 
E B a B V,  come  e ad  h . 

Si  chiami  VP  — a,  VA-x,  ADzzy,  farà  EB—ev  , 
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e però  FB  — by.  Per  la  fimilitudine  de’ triangoli  CFP  , 
IT 

CDA  farà  DA,  PFn  CJ,  CF , e componendo,  DA  + 
PF,  PF  i:  AF,  CF,  cioè  a-by,a:;  x,  CF,  e però 
CFzz  ax  , e per  la  fimilitudine  de’  triangoli  PFC,  E BC 

ab  y 

farà  PF,  FC  ::  EB  , BC,  cioè  a,  ax  li  ey , BC , ondo 

a 4-  y d 

B C—  exy  , e però  l’equazione  B C-b  CFzz  B F,  cioè 

ad  4-  dy 

exy  4-  adx  ~ hy , o fa  yy  — exy  zz  adx  — ay . 

ad-h  dy  d b b 

Per  coftruirla  fi  ponga  y~-  ex  ~ ez  , follituendo  farà 

~ h 

ez y ~ — ay — adz  +-  ady , cioè  zy  -t-  ahy  — adhy  — — adz  . 

'li  b e e e e a 

Si  ponga  in  oltre  z 4-  ah  — adh  — p , farà  adunquo 

e e e 

fy  zz  aadh  — aaddh  — adp  , e fatta  la  terza  foffituziono 
e e e*  e 

y 4-  adzzq,  farà  finalmente  pq~zaaedh~~  aaddh  , iperbole 


fra  gli  afintoti , il  di  cui  rettangolo  collante  è pofitivo  , 
perchè  la  e farà  fempre  maggiore  della  d . 

Si  produca  P F indefinitamente,  e fi  prenda  FQzzad ; 

e 

dal  punto  Q fi  tiri  l’indefinita  QS  parallela  ad  FB,  e pre- 
fo  un  qualunque  punto  M nella  retta  PH,  e condotta^ 
M N parallela  ad  V B , per  la  fimilitudine  de’  triangoli 

FMN, 
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VM AT,  EBV}  farà  VM , MN  : : * , h . Si  faccia  FI  = 
aeh  — adh , e per  lo  punto  I condotta  indefinita  la  remu. 

ee 

RIK  parallela  ad  F E , fra  gli  aliatoti  R S , R K fi 
deferiva  l’iperbola  OFD  del  rettangolo  collante  — 

aaedb  — aaddbXf  (chiamata  / la  nota  VN  ) la  quale  ne- 
e 1 e 

cdTariamente  pafierà  per  Io  punto  F.  Prefa  una  qualun- 
que VH—y , farà  HD  — x,  cioè  F4  ~x,AD  ~y}  e la 
curva  cosi  deferitta  il  luogo  de’  punti  D ; il  che  ec. 

143.  Ricavando  l’equazione  dalla  proprietà  delle  cur- 
ve deferitte  si  negli  addotti  efempj  , come  ne’  problemi  , 
deve  ella  edere  la  fiefia  dell’  equazione  propofia  da  co- 
flruirfi  quando  le  operazioni  fieno  giufie  , e ciò  può  fer- 
vire  per  dimofirazione  del  metodo  , il  che  a bello  fiudio 
ó tralafciato  di  fare,  per  non  recare  troppo  di  noja. Tutta- 
via però  , per  darne  brevemente  un  picciol  faggio,  pren- 
do le  cofiruzioni  dell’Efempio  13.,  e del  Problema  8. 

E quanto  all’Efempio  . Polla  ( Fig.  85.)  AD—x,  ed 
eifendo  ASzzza,  AFzzf,  farà  AC—fx,e  poiché  AR—bn , 

ìm 

farà  AQ—hfn,  e per  ò QC~fx -- bfn  — MP ; adunque  ef- 

4 am  za  4 am 

fendo  il  femidiametroHM=T»avera)fì  HE  ~ef+-fx  —hfn, 

za  za  4 am 

t PV  ~ ef~-fx- 1-  hfn.  Cosi  poiché  DN—y 9 CD  zzbx , 


^^s,  INSTITUZTONI 

CP—QMzz-^c,  farà  PN~y  + bx+--~c.  Ma,  per  la  prò- 

z a 

prietà  dell’  elliffi  , deve  edere  HP\Plr , PN ::  HF  al 
parametro  , che  è zzqaem  , dunque  fi  avrà  l'equazione-» 

fn 

ceff'—jfxx  +-jfhnx  —ffhhnm  X 4 ’àam  — cc  4-  box  4-  bbxx  -+ 

4 aa  qaam  làaamm  jfn  4 za- 

cy  4-  bxv  4 -yy  5 cioè  me  e — mxx  +*  hx — hhn  — cc  +■  bcx  -4* 

a n 4«2  4 

bbxx  -h  cy  -t-  bxy  4 - yy,  e redimito  in  luogo  di  ee  il  fuo  va- 

4«rz  a 

lore  ccmn  4-  4 agmn  4-  nnhb , farà  cc  4-  ag  — mxx  4-  hx  — cc  -4- 

4 mm  4 n 4 

4-  bbxx  + cy  + bxy  +-yy,  e finalmente  redimendo  i va- 

ar?  4-tia  a 

lori  di  — m — bb  — 4 aa , e di  h ~bc—  zal , fi  avrà  ag-xx-* 

n 4 aa  2 a 

Ix  — cyjrbxy-^yy , che  è appunto  l’equazione  propoda  da_* 

a 

codruirfi  » 

Nella  codruzione  dell'  ultimo  Problema  ( Fig . 90.  ) 5 

effendo  aaeàh  — aaddh  X f il  rettangolo  codante  dell’  iper= 
e 3 ? 

boia  , ed  Vi—  aeh  — adh,  e parallela  all’ afintoto  RS,  farà 

e e 

RI—adf  ; ma  per  la  fimilitudine  de5  triangoli  FMN , 

£ e 

FHG,  è FM,  FN  : :FH,  FG,  e per òFG-fy  = JJC, 


ad  un- 
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adunque RK = adf *-fy ; ma  HG=by,GKz:ri=ath-adlt, 

ee  e s e e 

quindi  HK  = hey  +.  aeh  — adh  ; ma  HD  zz  FA~x,  dun» 

e e 

quc  farà  KDzzhey  + aeb— adh  — eex , e perchè  , per  la_* 

e » 

proprietà  della  curva  , deve  cflere  il  rettangolo  di 
R K X K D eguale  al  rettangolo  collante  , dunque. 

adf  +•  efy  X bey  4- aeb  — adh  — eex  — aaedh  — aaddh  Xf9 

ee  ee  e*  e 

c\o&  yy  — exy  +.  ay  — adxzzo9  come  doveva  effere  . 

b l) 

Fatta  la  ftefla  diligenza  ad  ogni  Efempio  , e Proble- 
ma, fi  troverà  effere  giuffo  il  metodo  . 


Ti 


CAPO 
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CAPO  IV. 

Delle  Equazioni  9 e de*  Problemi  foltdi  • 

M4*  R Adice  di  una  qualunque  equazione  fi  chiama  ciàf- 
cuna  di  quelle  quantità  , che  fofiituite  nell’equazione  iit=« 
luogo  di  quella  lettera , fecondo  cui  l’ equazione  fletta  è 
ordinata,  cioè  in  luogo  di  quella,  che  fa  figura  d’incogni- 
ta, fanno  fvanire  tutti  i termini  ; ovvero  ( ciò  che  è lo 
fletto  ) radice  d’ un’  equazione  è ciafcuno  de’  valori  dell* 
incognita,  o delia  lettera,  che  fa  figura  d’incognita  nell' 
equazione  . 

Le  radici  adunque  dell’equazione  xx  — ax  +-  bx  — 
ab  zzo  faranno  due,  una  a , l’altra  — b,  perchè  ciafcuna». 
di  quelle  fofiituita  in  luogo  di  x fa  fvanire  i termini  dell’ 
equazione;  o.  perchè  si  a , come  — b fono  i valori  della  let- 
tera x nell’equazione  propolla.  Le  radici  dell’equazione 
x + ~ x ì — ipxx*-  — 30  ~ o faranno  1,2,5,— 5; 
perchè  appunto  ciafcuno  di  quelli  numeri  fofiituita  ifi__. 
luogo  della  x fa  fvanire  tutti  i termini,  o perchè  ciafcuno 
di  quelli  numeri  è un  valore  della  incognita  x . Le  radici 

dell’equazione  a?4—  bbxx  —a*  zzo  faranno  +»  aa  , 

— aabb 

__  1/  aa-i-bb , —V aa+-bb  , e cosi  dell’  altre 

tutte . 


145. 
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S45.  In  altro  fenfo  ancora  fogliono  prenderli  le  rada- 
ci d*  un’ equazione,  cioè  fottraendo  dall’incognita  aduno 
ad  uno  i valori  politivi,  ed  aggiungendo  i negativi,  e 
paragonandoli  alzerò,  onde  in  quello  fenfo  le  radici  dell’ 
equazione  xx  — ax  4-  bx  — ab  zz  o faranno  x — a—  o, 
x-hb—o.  Dell’equazione  x*  — x*  — ìpxx*-  49X—  30  — o 
faranno  x — 1 =0,  x—  2 = 0 , x — 3=0,  x+-  5 zzo,  e cosi 
dell' altre,  ed  in  quello  fenfo  dicefi,  che  ogni  equazione  è 
il  prodotto  delle  fue  radici,  perchè  tra  loro  moltiplicate 
formano  appunto  l’equazione,  di  cui  fono  effe  le  radici  ; 
quindi  è,  che  tante  faranno  le  radici  delle  equazioni,  com- 
prefe  le  immaginarie  , quanto  è il  grado  loro,  e però  due 
faranno  le  radici  dell’equazione  quadratica,  tre  della  cu- 
bica , quattro  di  quella  del  quarto  grado  ec. 

Si  moltiplichi  x-^a—o  in  x + b — o,  nafcerà  l’equa- 
zione quadratica  (I.)  xx+  ax+-  ab  zz  o,  quella  di  nuovo  li 

+•  bx 

moltiplichi  in  x — czzo,  e nafcerà  l’equazione  del  terzo 

grado  (li.)  x 3 +-  axx  +■  abx  — abc 

+-  bxx  — acx  ~ o , e quella  di  nuo- 
— cxx  — bcx 

vo  fi  moltiplichi  in  x+  d—o  , e farà  l’equazione  del  quar- 
to grado  ( III.  ) x+'ì-ax*  +■  abxx  — ab  ex  — abc  A 

+-bx3—  ac  xx  +•  abdx 
— ■ ex 3 — bexx  — aedx  zz  o 

+•  dx 3 +-  adxx  — bedx 
+ bdxx 
— cdxx 

Si  moltiplichi  x+-  V ab  ~o  in  x — ab  zzo,  farà  xx  — ab— o, 

Ff  2 e 
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e quella  li  moltiplichi  in  x +■  c=:o  , farà  x s **■  omx—  àbx-* 
abc — o , e di  nuovo  fi  moltiplichi  in  A?4-ff  = o , farà 

„v 4 + zcx ì — abxx  — z ab  ex  — àbcc  — o 

+*  o1.*#  

Si  moltiplichi  #4-  K — z:  o in  x-\/—>abezo  iiL-^ 

# + «r:o,  farà  x} +■  axx +•  abx  b aabezo  . 

14$.  Se  adunque  lì  averà  modo  di  fapere , quali  fieno 
1 valori  o tutti , o alcuni  dell’  incognita  dell’  equazione  , fi 
potrà  fempre  elfa  dividere  per  tante  equazioni  femplici , 
quanti  fono  i valori  noti,  aggiungendo  all’incognita  i 
valori  negativi  , e fottraendone  i pofitivi . Quindi  l’equa- 
zione prima  è divifibile  per  x -h  a,  e per  x-bbi  la  fecon- 
da per  x-b  a,  x-bb,  x—c’,  la  terza  per  x 4-  a , x 4-  b , 
x — c , x +■  d ec.  ; con  che  li  riducono  le  equazioni  com- 
pofie  in  tante  femplici , quante  fono  le  radici , fe  tutte  fo- 
no note , e fi  abballano  di  tanto  grado,  quanto  è il  nume- 
ro delle  note  , fe  non  lo  fono  tutte  ; e però  l’equazione  , 
per  efempio  , del  quinto  grado  fi  ridurrà  al  quarto  , fe  fi 
fappia  una  delle  fue  radici  $ al  terzo  quando  fe  ne  fappia- 
no  due  ec. 

147.  Dal  modo  , con  cui  nafeono  le  equazioni  ( che 
s’intenderanno  fempre  ridotte  al  zero,  e nelle  quali  il  mafi 
fimo  termine  rifpetto  all’incognita,  o rifpetto  a quella  let- 
tera , fecondo  cui  fono  ordinate  , fia  pofitivo  s e libero  da’ 
coefficienti)  è facile  il  riconofcere,  che  il  coefficiente  dell' 
incognita  , o fia  della  lettera  , fecondo  cui  è ordinata-» 
l’equazione  , nel  fecondo  termine  è la.fomma  di  tutte  le_» 
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radici  dell’equazione  affette  dal  fegno  contrario  ; il  coeffi- 
ciente del  terzo  termine  è la  fomma  di  tutti  gli  ambj,  che 
fi  poffòno  fare  da  effe  radici  ; il  coefficiente  del  quarto  la 
fomma  di  tutti  i terni , e cosi  di  mano  in  mano  fino  all’ 
ultimo  termine  cortame  , che  è il  prodotto  di  tutte  le  ra- 
dici fra  loro . 

148.  Da  ciò  s’inferifce  , che  la  fomma  delle  radici 
pofitive  dovrà  neceffariamente  effere  eguale  alla  fomma-,» 
delle  negative  in  tutte  quelle  equazioni,  nelle  quali  manca 
il  fecondo  termine  ; e che  la  fomma  delle  pofitive  farà 
maggiore  della  fomma  delle  negative,  quando  il  fecondo 
termine  fia  affetto  dal  fegno  negativo  , ed  ali’  opporlo  , 
quando  effò  Ila  affetto  dal  fegno  pofitivo  . 

149.  Mancando  nell’equazione  un  qualche  termine, 
fi  fuole  nel  luogo  del  termine  mancante  fcrivere  un’ afte- 
rifco , come  x 4 * +-  aaxx  — b* x a+—o  fe  manca  il  fecon- 
do termine;  x^  — ax*  * '—b* x a*~o  fe  manca  il  terzo, 
e così  degli  altri  . 

150.  Se  l’equazione  non  avrà  termine  alcuno  affetto 
da  quantità  immaginaria  , le  radici  fue  faranno  o tutto 
reali , o avendone  delle  immaginarie  , faranno  effe  in  nu- 
mero pari  , ed  eguali  a due  a due  , con  la  fola  diverfità  , 
che  una  farà  pofitiva  , e l’altra  negativa;  imperciocché  ef- 
fendo  il  fecondo  termine  la  fomma  di  tutte  le  radici , fe_* 
l’equazione  à il  fecondo  termine  , quando  le  radici  imma- 
ginarie non  fi  diftruggano  a due  a due  coi  fegni  contrarj, 
in  effo  coefficiente  vi  farà  neceffariamente  qualche  imma- 
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ginario  contro  il  fuppotto  ; fe  poi  manca  il  fecondo  ter- 
mine , appunto  egli  non  può  mancare  , fe  non  quando  la 
fomma  delle  radici  pofitive  fia  eguale  alla  fomma  dello 
negative  , e per  confeguenza  ancora  la  fomma  delle  im- 
maginarie pofitive  eguale  alla  fomma  delle  immaginario 
negative  , cioè  fe  non  quando  effe  fi  dillruggano  nel  mo- 
do fuddetto  . Le  equazioni  adunque  di  grado  difpari  ave- 
ranno  necelfariamente  una  radice  per  lo  meno  reale  , o 
quelle  di  grado  pari  potranno  averle  .tutte  immaginario  . 
Medefitnamente  fi  difcorra  , per  la  della  ragione  , delle 
radici  forde  ; vale  a dire  , che  fe  l’equazione  non  averà 
termini  fordi , o irrazionali,  le  di  lei  radici  o faranno  tut- 
te razionali,  o le  irrazionali  faranno  di  numero  pari  a due 
a due  eguali  , ma  con  fegno  contrario  . 

1 5 1.  Vi  fono  delle  equazioni , che  anno  tutte  le  ra- 
dici pofitive,  dell’ altre,  che  le  anno  tutte  negative,  e deli* 
altre  , che  ne  anno  e delle  pofitive  , e delle  negative,  fic- 
come  ve  ne  fono  di  quelle  , che  le  anno  tutte  immagina- 
rie , altre  tutte  reali,  altre  finalmente,  che  ne  anno  e del- 
le reali,  e delle  immaginarie . Diverfe  regole  fi  danno  da- 
gli Scrittori  d’Algebra , per  conofcere  in  una  qualunque 
data  equazione  il  numero  delle  radici  pofitive  e negative, 
delle  reali  , e delle  immaginarie  ; ma  perchè  quelle  rego- 
le , e le  loro  dimofirazioni  fono  affai  compatte  e prolii^è, 
e di  pochilfimo  ufo  , da  me  fi  tralafciano  , badando  \\  fa- 
pere  ; primo  , che  fe  tutte  le  radici  fono  negative  , faran- 
no pofitivi  tutti  i termini  dell’equazione  , imperciocché  ef- 
fe n- 
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fendo  pofitivi  in  quello  cafo  tutti  i termini  delle  equazio- 
ni femplici  , cioè  delle  radici  prefc  nel  fecondo  fignifìca- 
to  (num.  145.  ),  dalle  quali  s’intende  generata  la  proporta, 
faranno  altresì  pofitivi  tutti  i prodotti  ; fecondo  , che  fe_» 
tutte  le  radici  fono  pofitive  , i termini  dell’equazione  fa- 
ranno alternativamente  pofitivi  , e negativi,  poiché  il  pri- 
mo termine  , corno  lì  fuppone  , già  farà  fempre  pofitivo; 
il  fecondo  termine  , poiché  contiene  la  fomma  di  tutte  le 
radici  ( le  quali  effendo  pofitive,  faranno  negative  nelle.* 
equazioni  femplici  ) farà  negativo  ; il  terzo  termine  conte- 
nendo gli  ambj  , cioè  prodotto  di  numero  pari  , farà  pofi- 
tivo  ; il  quarto  contenendo  i terni  , cioè  prodotto  di  nu- 
mero difpari  , farà  negativo  , e così  di  mano  in  mano  , c 
però  un’  equazione  comporta  alternativamente  di  fegni 
pofitivi  , e negativi  averà  tutte  le  radici  pofitive  . 

Quindi  fe  i termini  di  un’  equazione  non  averanno 
tutti  il  fegno  pofitivo  , o non  averanno  alternativamente 
il  pofitivo  , e negativo , vi  faranno  radici  pofitive , e nega- 
tive Altro  argomento  ficuro , che  l’equazione  contenga 
radici  pofitive,  e negative  , farà  quando  in  efla  manchi 
efbalche  termine  , perchè  non  può  un  termine  mancare  , 
fe  non  diftruggendofi  con  i fegni  contrarj  i prodotti , da’ 
quali  è formato  , cioè  fe  non  effendovi  delle  radici  pofiti- 
ve, e negative  . Querta  notizia  potrà  fervire  per  fcegliere 
a fuo  luogo  fra  i molti  divifori  dell’ultimo  termine  di  una 
forinola,  o' equazione  quelli  , per  i quali  devefi  tentare^ 
la  divifìonc  ; perchè  fe  l’equazione  averà  fole  radici  pofi- 
tive. 
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rive,  farà  fuperfluo  il  tentare  la  divifione  per  i diviforì  pò- 
filivi , e fe  avrà  fole  radici  negative  , farà  fuperfluo  il  ten- 
tarla  per  i divifori  negativi;  e fi  dovrà  tentare  per  gli  uni, 
e per  gli  altri  3 quando  le  radici  fieno  pofitive  , e nega- 
tive . 

Tutto  ciò  però  s’intenda  detto  di  quelle  equazioni  f 
le  di  cui  radici  fono  tutte  reali , perchè  nel  cafo  delle  im- 
maginarie la  regola  non  à luogo  . Ed  in  fatti  fia  l’equazio- 
ne x' + bxx  + aax+- aab  — o, in  cui  ciafcun  termine  è affet- 
to dal  fegno  pofitivo  , e pure  le  radici  fono  una  pofitiva  * 

e due  negative  , cioè  — b reale  , ed  x~ìz\s~ aa  im- 
maginarie . 

152.  Le  equazioni  del  terzo  , e quarto  grado  , nelle 
quali  manchi  il  fecondo  termine  , fe  il  terzo  farà  affetto 
dal  fegno  pofitivo  , areranno  infallibilmente  delle  radici 
immaginarie , perchè  , effendo  le  radici  tutte  reali , il  ter- 
zo termine  non  può  non  effere  affetto  dal  fegno  negativo; 
e la  ragione  fi  è , che  , parlando  in  primo  luogo  delle-» 
cubiche  , quando  in  effe  manchi  il  fecondo  termine, la-, 
fomma  delle  radici  pofitive  è eguale  alla  fomma  delle  ne- 
gative , e però  o una  pofitiva  farà  eguale  a due  negative, 
o due  pofitive  eguali  alla  negativa  ; quindi  le  radici  fieno, 
per  efempio  , a 9b  , e — c,  o pure  — -t-  c,  il  coef- 

ficiente del  terzo  termine  farà  ab  — ac  — bc , ma  deve  effe- 
re  a + b — c nella  fuppofizionc  , che  manchi  il  fecondo 
termine  , adunque  farà  a c maggiore  di  ab  9 e perciò  ab  — 
ac — bc  quantità  negativa  . 


Nelle 
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Nelle  equazioni  poi  del  quarto  grado  pofTono  efTere 
tre  le  radici  pofitive  , ed  una  negativa,  cioè  a , +-b,  +.  c, 

— d;  pofTono  èiìgre  tre  negative,  ed  una  pofitiva,  cioè 

— a,  — b,  — c,  +-d\  pofTono  efTere  due  negative  , e_» 
due  pofitive,  cioè  — a,  -*by  +-c,  +•  d;  nel  primo,  e 
fecondo  cafo  il  coefficiente  del  terzo  termine  farà  ab  4- 
ac  +■  bc  — ad  — bd  — cd  ma  per  la  fuppofizione  deve_» 
efTere  a-hb 4-  c—d,  adunque  farà  ad  maggiore  di  ab,  cd 
maggiore  di  ac,  ^ maggiore  di  bc,  e però  ad -hbd+  cd 
maggiore  di  ab-h  ac +~bc,  ed  in  confeguenza  il  terzo  ter- 
mine negativo  . Nel  terzo  cafo  il  coefficiente  del  terzo 
termine  farà  ab — -ac—bc — ad — bd  +.  cd,  e deve  efTere 
4+  bzzci-d* 


Si  faccia  m—a-t-  b~c+-  d,  farà 

mm  — a-b  b X c +■  d— ac.+-  ad+>  bc  +■  bd, 

■ wrnìmm  — % 

mm^a+-b  ^aa-h  zab+~bb, 

z 

mm  — c-t-d  —cc+-2cd-i-  dd,  e però 

ab  — mm  — aa—bb, 

cd  zz  mm  — cc — dd:, 


c ab  + cd  — mm — aa—bb — cc  — dd,  dunque 

Z 

mm  è maggiore  di  ab+-òd,  dunque  ac  & ad  +-  bc  +■  bel 
è maggiore  di  ab+-cd,  e però  il  coefficiente  del  terzo 
termine  negativo  . 
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153.  Egli  è Tempre  in  no  lira  mano  il  fare,  che  irò 
una  qualunque  equazione  tutte  le  radici  vere  o pofitiré 
divengano  falle  o.  negative  , e le  negative  divengano 
pofitive  . Nulla  di.  più  per  ciò  fare  fi  richiede,  che  cam- 
biare i fegni  a tutti  i termini , che  fono  in  ordine  pari  9 
cioè  al  fecondo , al  quarto  , al  fello  ec.a  la  ragione  fi  è, 
che  efiendo  i-1  fecondo  termine  la  forum  a di  tutte’  le  radi- 
ci, in  cui  però  fono  le  negative  con  fegno  pofittvo , e le 
pofitive  con  fegno  negativo,  come  chiaramente  fi  è vt* 
duto  al  num.  145.  nel  formare  le  equazioni  compofie  dal 
prodotto  delle  fémplici  , mutando  i legni  fi  muteranno 
elle  pure  ; gl’ altri  termini  in  ordine  pari  fono-  formati 
da  prodotti  di  numero  difpari  di  radici,  cioè  il  Quarto 
da  terni , il  fello  da  cinquine  ec.  , quindi  fe  arino  efli 
il  fegno  pofitivo  faranno  formati  dai  prodotto  di  radici 
tutte''  negative  , o da  numero  pari  di  radici  pofitive,  c 
numero  difpari  di  radici  negative  ; e fe  anno  il  fegno 
negativo  faranno  formati  dal  prodotto  di  radici  tutto 
pofitive,  o da  numero  pari  di  radici  negative  , e numero 
difpari  di  radici  pofitive  $ dunque  mutando  il  fegno  ai 
termini  pari,  le  radici  pofitive  diverranno  negative,  ed 
all’oppofto  . 

Rifpettó  ai  termini  difpari  in  ordine  , efiendo  elU 
formati  da  prodotti  .pari  di  radici  , fe  ànn;o  il  fegno  po- 
fitiyo,  faranno  formati  o da  numero  pari  di  fole  radici  ne- 
gative, 0 da  numero  pari  di  fole  radici  pofitive  , o da  nu- 
mero 
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mero  pari  di  pofitive  , e pari  di  negative  , quindi  mu- 
tandoli reciprocamente  quelle,  non  fi  muterà  il  fegno 
ad  elfi  termini  ; fe  poi  anno  il.  légno  negativo  , faran- 
no formati  da  prodotto  di  numero  difpari  di  radici  po- 
fitive in  numero  difpari  di  negative  , quindi  mutandoli 
pure  quelle  reciprocamente , non  fi  muterà  il  fegno  ad 
elfi  termini , e però  fi  devono  lafciare  intatti . 

L' equazione  x 3 +-  axx  4-  abx  — abe 

# 4*  bxx — acx  zzo  à tre  radici, 

— cxx — bcx 

due  fono  negative  , cioè  — a , — b3  o fia  a zz  o j 
x +?  b—&,  ed  una  pofitiva,  cioè  c,  o fia  x — c — o.  Mu- 
tando i fegni  a’  termini  in  ordine  pari  dell’equazione, 
farà  x 3 - — axx  +.  abx  ahc 

•^-bxx  — acx  -zzo,  e le  radici  pofitive  fa- 

+■  cxx  — bcx 

ranno  x — azzo,x — bzz 0;  edx+-czz o la  negativa  » 
Nè  importa,  che  alcun  termine  manchi , nel  qual  cafo 
fi  pone  la  ftelletta  in  luogo  de’#  termini  mancanti , e 
procede  la  ftelfa  regola  . Così  nell’  equazione  x 5 * — 
28#  +48  — 0,  le  di  cui  radici  vere  fono  x — zzzo,x — 4 — 0, 
e la  falfa  x +■  tizzo,  mutando  i fegni  ai  termini  pari  in 
ordine,  farà  x 3 * —28# — 48  — o,  le  di  cui  radici  falfe 
fono  ^4220,  a?  4 zz"o  , e la  vera  x — -tizzo  . 

154.  Data  una  qualunque  equazione  , è facile  per 
mezzo  di  congrue  fofiituzioni  accrefcere , o diminuire.* 

G g 2 ciaf 
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ciafcuna  delle  di  lei  radici,  anco  non  cognite,  d*una^ 
data  quantità  , cioè  trasformarla  in  un'altra  equazione  , 
le  radici  della  quale  fieno  quelle  della  propoffa  accré- 
sciute, o diminuite  della  data  quantità  . Si  ponga  eguale 
ad  una  nuova  incognita  la  incognita  dell’equazione , 
aggiunta  o fottratta  da  effa  la  data  quantità  , cioè  ag- 
giunta fe  per  effa  fi  vogliono  accrefciute  , e fottratta-, 
fe  fi  vogliono  diminuite  . In  luogo  dell’Incognita , e fu  e 
poteflà  nell’equazione  propoffa  11  foftituifea  il  &10  valo- 
re dato  per  l’altra  incognita,  e per  la  collante  data-,; 
e nafeerà  un’altra  equazione  , le  di  cui  radici  faranno 
come  fi  cercano.  Sia  l’equazione  xA,+~^xì—  ipxx — • 
io^-— i2or:o,  le  di  cui  radici  fi  vogliano  accrefciu- 
te del  numero  3.  Si  faccia  x^.^—y,  e però  x z:'y-+  3 , 
xx  —yy — óy+-9i  x3—y*- — 9yy+-  ^ly  — 27,  x'—y* — 
i2j/!4-  54 yy — 108/4-  81  ; adunque  facendo  le  foffituzio- 
ni  in  luogo  della  x , e fue  potellà  nella  propoffa , fi 
trasformerà  effa  in  quell’ altra 

y* — 1 2/ 3 +-  5 4 yy  — 1 0 8 y 4-81 
^,^3  — ,3<5/y  4- 108/ — 108. 

— ipyy  4.  114/ — 171  — o 

— iotfy  4-  318 
, — 120 

cioè.  /4  — 8/ 3 r—  yy  4-  8/  ...  = o , e dividendo  per  / 5 
y*  — $yy  — / 4-8  = o , in  cui  è'  manifefto , che  le.  radi- 
ci faranno  maggiori  delle  radici  della  propoffa  s quanto 

: C e 
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è il  numero  3,  perchè  fe  fi  è fatto  y~x- 5-3,  adunque 
farà  y uguale  a ciafcun  valore  di  x accrefciuto  del  3 . 

E qui  fi  rifletta  , che  nell’ accrefcere  in  quello  modo  le 
radici,  fi  acerefcono  di  quella  tale  quantità  le  pofitive , 
ma  le  negative  fi  diminuilcono  della  fteffa  quantità,  per- 
chè aggiungendo  pofitivo  a negativo  , Te  il  negativo  è 
maggiore  del  pofitivo  , fi  fa  minore  nel  genere  fuo  di 
prima  , fe  è eguale  fi  fa  zero  , fe  è minore  fi  rende— 
pofitivo;-  quindi  nella  propolla  equazione  x^-ì-^x* — 
ìgxx — io 6x — 120  = 0 , le  di  cui  radici  ( le  quali  però 
non- fi  fanno  per  ora  ritrovare  coi  metodi  infegnati  ) fono  . 
4-5,  — 2,  — 4,-— 3,  cioè  x — 5 = o,a?h--2  = o3ìa?+-4  = o, 
x + 3 = 0 una  vera  c tre  falfe  , avendo  io  voluto  accre- 
fcerle  del  numero  3,  nella  trasformata  y 3 — 8 'yy — y-i-8=o 
dovranno  edere  +-  8 , +-  1,  — i,cioè_>> — 8 — o,y — -T =0, 
y+  1=0,  che  tali  appunto  fono,  ed  è zero  quella  che 
corrifponderebbe  alla  quarta,  perchè  — - 3 + 3 = 0,  e per 
quella  ragione  è di  fole  tre  dimenfioni  l'equazione  ridot- 
ta, febbene  di  quattro  la  propofia. 

All’oppofto  quando  fi  diminuifcono  d'una  data  quan- 
tità le  radici  di  un’equazione,  per  la  fteffa  ragione  le  ne- 
gative crefcono  nel  genere  fuo  di  quella  quantità  , ma  le 
pofitive  poffòno  divenire  nulle  , fe  la  data  quantità  è a— 
loro  uguale,  e negative  s’è  di  loro  maggiore.  Nella— 
fteffa  equazione  a?4  4-  4# 3 — ìpxx  — io 6x  — 120  =0 
volendo  diminuire  del  numero  3 le  radici  , fi  fac- 


cia 
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eia  x — 3 ~y  , è però  x ~y  3 , xx  —yy  4-  ty  +•  9 » * 5 3 
y*-tmpyy+  27^4-27,  a;4— I2jy34-  54X),+“  10874-81  , 
però  fatte  le  foftituzioni5  farà  l’equazione 

y*+-  i2y5  ■+-  $4yy  4-  io8jy  4-  81 
4-qy3  -t-^yy  + io$y +- 108 
— igyy — 114 y — 171 

— IOéTy  — 318 
— 120 

cioèjy * 4-  ,1 6y 3 4. 7 lyy — 4 y — 420 =0,  e perchè  le  radici  della 
propolla  fono  5, — 2,-3, — 4,.  cioè  x — 5 = 0,  xa-.z  — o, 
^4-3  = 0, ^4-4  = 0,  dovranno  efTere  quelle  della  trasfor- 
mata 2,  — 5,  — 6,  — 7,  cioè  y — 2=0,7+  5=o, 
y + 6~o,  y^y  — o,  che  tali  appunto  fono. 

Sia  l'equazione  a? 3 4 -cxx  — bbx — bbc—o  9 e fi  vo- 
gliano accrefcere  della  data  quantità  a le  di  lei  radici  . Si 
faccia  a?  4 - a—y , e però  x—y — a,  xx—yy — zay*-aa, 
x 3 -=.y 3 — %ayy  4-  $aay — a 3 ; quindi  fatte  le  follituzioni , farà 
l’equazione  yl  — $ayy  4-  $aay  — a 3 

4-  cyy  — 2 acy  4-  ciac  =0, 

— -bby  4>  abb 
— bbc 

le  di  cui  radici  fono  maggiori  di  quelle  della  propolla-. , 
quanto  è la  quantità  ay  ed  in  fatti  le  radici  di  quella  fono 
x — b—o  , x + b — o , x-t-c  — o , e di  quella  fono 
y — è-ì-  aczo , y +-b  — a~o,y+-  e — a~o . 


155. 
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155.  In  fimil  modo  fi  potrà,  data  un’equazione* 
trasformarla  in  un’altra,  le  di  coi  radici  fieno  .le  medefi- 
me  della  propolla.,  ma  moltiplicate,  o divife  per  una_i 
data  quantità,  per  efempio  /,  facendo  la  follituzione  di 
fx  —y  ( eflendo  x l’incognita  della  data  equazione)  fe  fi 
vogliano  moltiplicate  , e facendo  x —y  fe  fi  vogliano 

7 

divife  . Cosi  pure  fi  farà  x — gy  fe  fi  voglia,  che  le  radici 

7 

della  trasformata  abbiano  a quelle  della  propofia  la-» 

ragione  di  / alla  g ; e farallì  \/fx—y  fe  fi  voglia  , che 
fieno  medie  proporzionali  tra  la  quantità  f , e le  radici 
della  propofia.  Similmente  farallì  x—  1 fe  fi  voglia-,, 

y 

che  fieno  reciproche  éc. 

i 56.  La  ragione  di  quelle  regole,  è chiara;  imperoc- 
ché, prefo  il  primo  cafo,  cioè  quello  delle  ràdici  accre- 
feiute,  facendofi  la  follituzione  di  x-\-a~y,  i valori  di 
y cavati  dall'equazione  trasformata  faranno  eguali  ad 
# 4- <3,  cioè  eguali  ai  valori  della  propolla  accrefciuti  del- 
la  quantità  a ; e Umilmente  fi  difeorra  in  proporzione 
negl’ altri  cafi. 

157;  Molti  fono  gli  ufi  , che  fi  polfono  fare  delle 
dette  foflituzioni  ; uno  può  edere  é che  fe*  non  avendo 
noi  il  modo  di  riconofcere  , quali  fieno  le  radici  d’ una 
propofia  equazione  , trasformandola  in  alcuna  delle  ac- 

cen- 
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cennate  maniere  fi  potefTcrò  ritrovare  le  radici  della-, 
trasformata,  quelle  accrefciute,  o diminuite,  moltiplica- 
te, o divife  ec.,  per  la  quantità  collante  , fecondo  la  fo- 
fiituzione  fatta , farebbero  anche  le  radici  delia  propofta . 

158.  Altro  ufo  farà  di  liberare  qualora  fi  vuole  dalle 
frazioni , e molte  volte  da’  fordi  le  equazioni . E quanto 
alle  frazioni , fi  faccia  l’ incognita  dell’  equazione  eguale 
ad  una  nuova  incognita  divifa  per  la  minima  quantità , 
che  per  ciafcuno  de’  denominatori  de'  termini  dell’equa-, 
zione  fìa  divifibile,  la  quale  nel  cafo  , che  elfi  denomi- 
natori follerò  primi  tra  loro  , farà  il  prodotto  de’  me- 
defimi;  indi  fatte  le  foftituzioni  , e ridotti  i termini  a! 
comune  denominatore,  fi  avrà  un’altra  equazione  libe- 
ra dalle  frazioni , le  di  cui  radici  faranno  quelle  della-, 
propofia  moltiplicate  nella  quantità  , per  cui  è fiatai 
divifa  la  nuova  incognita.  Sia  l’equazione  y'-^ayy — 

aby  + aàbzz o;  fi  faccia  y = z,  yy-zz,  y'^z*,  onde  farà 
3 «5 

l’equazione  z 3 + azz — abz  +aab— o , e riducendo  al 

xiS  6 ^ 3<S  3^/  <S 

comune  denominatore,  farà  z 5 +■  azz — ia^z-i-  ii6aab=o, 
le  di  cui  radici  divife  per  6 faranno  le  radici  della  pro- 
pofia . Sia#3 — axx  + aast_+a^- o.  Si  faccia  x = z,  e 
t>  * d Tód 


fatte 
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fatte  le. foftituzioni  , farà  la  trasformata  z3  — « azz  +* 

c}  d}  b3  cedei 

ga  z -f-  aj  -o , e riducendo  al  comune  denominatore  , 

bcc  d d 

farà : z 3 — acdzz  4-  aabbcddz  4-  a3 bi cì dà  —o  ; quindi  fe  (I 
fappia  il  valore  di  z,  fi  faprà  quello  di  x ancora  . Me- 
defimamente per  liberare  le  equazioni  da’  lordi,  il  che 
fuccede  talora,-  fi  ponga  la  incognita  eguale  ad  una  nuova 
incognita  divifa  per  la  radicale,  e fi  facciano  le  foilmi- 
zioni,  Sia  l’equazione  xi  — xx 1/ 3 +■  26 x — 8 — o.Si 

27  271/3 

faccia  x,  =jz_;  c però  xx—  zz  , x3 —__z* , e fatte  le 

.^3  ~ 3^3 

fofiituzioni  , farà  z3  — zzi/ 3 4-  2<*z  — 8 =0  , e_. 

31/3  3 27/3  27/3 

moltiplicando  per  3K3,  farà' z3  — 3zz4-2tfz  8 =0, 

9 9 

e finalmente  liberando  dalle  frazioni  nella  fuddettà  manie- 
ra col  fare  z — y 9 ovvero  z — y 9 che  in  quello  calo 
9 

riefee  piu  brevemente,  farà  l’equazione  y3 

— 9yy  +•  %6y  — 

24  — 0 . E perchè  per  la  prima  follituzione  è x — z , 

^3 

e per  la  feconda  z —y  , farà  x — y , cioè  il  valore  della 

3 3l/3 

x farà  eguale  al  valore  della  y divifo  per  31/3. 

H h Sia 
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Sia  — x*  f/nn  +> pxx  yn — qx  +• r_z: o;  (lfac- 

» 

eia  a?  •— 1 ^ j c però  xx—yy  , xt  —yi  , y4  ^ y*> 

fatte  le  foftituzioni,  farà  y 4 *—ylymurpyy  yh — += 

n y n n is'nn  y n 

r — o , e moltiplicando  per  « , farà  j4— -Hjp5  -h 

yn. 

npyy  — nqy*  rn~Q-  Se  fi  voglia  offervare  la  legge  degl’ 
omogenei , fi  libereranno  dai  radicali  le  equazioni,  ma_* 
nafeeranno  delle  frazioni,  che  dovranno  ridurli,  come  fi 
è detto 

15P.  Poiché  levando  i radicali  per  mezzo  dell’ ac- 
cennata  foffituzione  nuli’ altro  fi  fa,  che  moltiplicare  le 
radici  dell’equazione  per  eflò  radicale,  è facile  il  cono- 
feere,  che  fe  il  radicale  farà  quadratico,  per  efempio 
l /n,  bifognerà,  acciò  polla  toglierli  dall’equazione  , che 
il  fecondo  termine  dell’  equazione  proporla  contenga^, 
i /n,  perchè  effendo  egli  il  compleffo  di  tutte  le  radici 
dell’equazione,  fi  verrà  a moltiplicare  per  Vn\  conver- 
rà , che  il  terzo  non  contenga  \xn,  perchè  effendo  egli 
il  compleffo  degl’ambj  de’  valori  o radici  dell’equazio- 
ne , fi  verrà  a moltipllcare  per  il  quadrato  di  v^n  ; cosi 
converrà,  che  il  quarto  contenga  V'n perchè  effendo 

il 
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il  completo  di  tutti  i terni  verrà  in  confeguenza  a molti- 
plicarli per  n Vn  ; Converrà,  che  il  quinto  non  contenga 
elTo  radicale,  e cosi  alternativamente.  Per  la  flelfa  ragio- 
ne , fé  il  radicale  da  toglierli  folle  yn  , bifognerà  , che 

nel  fecondo  termine  dell’  equazione  propofta  li  trovi 
ynn,  nel  terzo  yn,  in  nelTun  modo  nel  quarto,  ynn 

nel  quinto,  yn  nel  fello,  in  nellun  modo  nel  fettimo  ec. 

In  proporzione  li  difcorra  de’  radicali  di  altro  indice. 

160.  Per  mezzo  di  quelle  foflituzioni  fi  potrà  puro 
levare  il.  fecondo  termine  da  qualunque  equazione  , e ciò 
ponendo  là  incognita  eguale  ad  una  nuova  incognita,  ag- 
giunto, o fottratto  il  coefficiente  del  fecondo  termine  di- 
vifo  per  il  grado  dell’  equazione  data , cioè  aggiunto  , fo 
elio  fecondo  termine  à il  legno  negativo,  e fottratto  , fo 
à il  fegno  pofitivo  . Sia  l’equazione  xx+ax — bb~o, 
fi  faccia  x — z — a e fatte  le  foflituzioni  , farà 

2. 

zz — az^^aci 
4 

+-  az — aa  ~o, 

z 

—bb 

cioè  zz  * — aa— o,  o fia  zzzzaa^bb,  onde  fi  vedo, 

4 4 

—bb 

come  tutte  le  equazioni  di  quadratica  affetta  fi  poflòno  in 

Hh  i que- 
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quello  modo  più  fpeditamente  rifolvere  di  quello , che  lì  è 
ufato  al  numf  74.;  fottracto  pertanto  ~a  dal  valore  di  z , 
averaffi  il  valore  della  x . 

Sia  x**-bxx' — -abx^a'—o.  Si  ponga  x — Z — bj 

3 

e però  fatte  le  follituzioni,  farà  z*  — bbz+-zb* 

' 3 *7 

■ — abz+'flbb  — O ; 

3 

— a* 

quindi  levato  b dal  valore  di  z , averaffi  il  valore  della  x . 

3 

Sia  l'equazione  x+ — 2 ax3  +*  zaaxx  ■- — 2 a*x  *-atrgzo. 

■ — ccxx 

Fatta  «uj-hi a,  cioè  x±zi*a  , e fatte  le  follituzioni , 

4 *- 

farà  l’ equazione  z*  * +-  X-àazz  — a3z  +-50+ 

l6  — O è 

— cczz — - accz  — aacc 
4 

E però  aggiunto  -La  al  valore  di  z , averaffi  il  valo- 
re di  x . - 

itfi.  Similmente  fi  potrà  levare  il  terzo  termine-, 
dalle  equazioni  nel  feguente  modo  , Sia  l’equazione 
x 4 — 3 art 3 +•  3 aaxx  — fa* x* — 2à+ — 0 , fi  faccia  x — y — h 
(la  h è un'indeterminata  da  Affarli)  e fatte  le  follituzioni, 

farà 
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farà  y+ — 4 hy3*-6hhyy — 4 b*y +-b  + 

— 3ay J +■  9 ahyy  - — 9'cihhy  +-  ^ah  * 

+•  5 a xyy  • — 6aahy  +-  3 aahh 
^a3y  4~  5 a 3 h 
— la 4 

Ma  acciò  che  in  quella  equaz’one  fotte  nullo  il  terzo  ter- 
mine bagnerebbe  , che  folle  6hh  +*  pah  +-  ^aa~oy  cioè 
bh  i,ab  +-  aa~~o , e però  £:=: — ^a±.a,  dal  che  s’impa- 

z z 44 

ra  a conofcere , che  la  foftituzione  da  farli  in  ' luogo  di 
y — h doveva  ettere  y 4-  a,  o pure  y +-  a,  come  di  fatto  si 

Z 

l’una,  come  l’altra  ci  toglie  il  terzo  termine  , dandoci  la 

prima  y 4 — ay3  * — 1 ?a3y  — <?5^4  =0  , e la  feconda^ 

4 i<j 

y++-ay3  * — 4 a3y — 6a*~o  , 

Con  tale  artifizio  il  conofce , che  per  togliere  il  fe- 
condo termine  fi  devono  fare  le  folìituzioni  ? che  fi  fono 
praticate  al  num.  itfo. 

162.  Che  fe  un’equazione,  in  cui  manchi  il  fecondo 
termine,  fi  vorrà  trasformare  in  un’altra,  in  cui  manchi 
il  penultimo, baderà  fare  la  foftituzione  di  una  qualunque 
collante  divifa  per  una  nuova  incognita  in  luogo  dell’in- 
cognita della  data  equazione.  Sia  pertanto  x*  * 4- aaxx - — ■ 
a*x  4.  ,34— o.  Si  faccia  xizaa , farà  a*+-  a6 — a3  -t-  0, 

y y*  yy  y 

e ri- 


2-45 
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e riducendo  al  comune  denominatore  , e dividendo  per 
a % faràjy4 — ay 3 +-  aayy  * + o . Se  nella  fortituzio- 
ne  x—aa  in  luogo  della  collante  a avelli  prefa  un’ altra 
y 

qualunque  , avrei  ottenuto  il  medefimo  intento  , ma— 
l’equazione  trasformata  avrebbe  avuto  delle  frazioni. 

16$.  Che  fe  nella  proporta  equazione  non  manca— 
il  fecondo  termine,  ma  bensì  il  terzo,  o quarto  ec.,  d 
potrà  col  medefimo  metodo  fare  fparire  quello  , che— 
dall’  ultimo  è egualmente  didante  , come  quello  , che 
manca,  lo  è dal  primo  . 

154.  Ed  all’ apporto  mancando  nell’equazione  uno , 
o più  termini  , fi  potrà  fempre  renderla  compita  , fa- 
cendo una  nuova  incognita  più  , o meno  una  qualun- 
que cortante  eguale  all’incognita  dell’equazione,  e la- 
trasformata  avrà  tutti  i termini . Se  di  più  fi  volerte , 
che  la  trasformata  forte  di  grado  fuperiore  , fi  moltipli- 
chi ciafcun  termine  della  proporta  per  tanta  potertà 
dell’incognita  , per  quanta  fi  vuole  , che  crefca  il  gra- 
do , indi  fi  faccia  la  della  fortituzione  . Cosi  fe  , data— 
l’equazione  a?4 — a+  — o,  fi  volerte  mutata  in  un’altra— 
compita  , e del  fedo  grado  , farebbefi  x6  — a* xxzzo  , 
indi  la  fortituzione  indicata  , cioè  x = z ±a  ( intendendo 
per  a qualunque  fi  voglia  cortante  ) ed  avrebbefi  1’  equa- 
zione , che  fi  cerca  , ommettendofi  ora  il  calcolo  per 
brevità  . 
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165.  Ridotte  le  equazioni  in  maniera,  che  abbiano 
il  maffimo  termine  pofitivo  , e fenza  coefficienti , clic 
fieno  libere  da  frazioni , e fordi , e paragonate  al  zero  ; 
prima  di  giudicare,  che  il  problema  fia  di  quel  grado  , 
di  cui  è l'equazione  , bifogna  vedere  , fe  ella  abbia-, 
divifori  di  una  , di  due  , o di  più  dimenfioni  , per  i 
quali  divifa  fi  riduca  a grado  inferiore  ; imperciocché 
del  grado  della  ridotta  è propriamente  il  problema,  e 
non  della  prima  . Un’equazione  cubica,  fe  abbia  un  di- 
vilore  di  una  dimenfione  , per  elio  divifa  fi  riduce  a-, 
due  dimenfioni  , e le  due  radici  di  quella  , che  fi  ave- 
ranno  per  le  regole  de’  numeri  73.,  e 74.,  ed  il  divifo- 
re  faranno  le  tre  radici  della  propofia  , quindi  il  pro- 
blema, che  a tale  equazione  ci  a portati  non  è cubico, 
ma  piano  , e fi  potrà  cofiruire  colla  fola  Regola  , c_, 
Compaffo  , cioè  con  rette  linee,  e circoli  . Un’equazione 
del  quarto  grado  fe  abbia  due  divifori  di  una  dimen- 
fione  , per  effi  divifa  fi  ridurrà  a due  dimenfioni  , le 
radici  della  quale  con  i due  divifori  faranno  le  quattro 
radici  della  propofia  , e però  il  problema  farà  piano  ; 
nello  ftefio  modo  , fe  abbia  un  divifore  di  due  dimen- 
fioni  , un’altro  di  due  dimenfioni  farà  il  quoziente  , le 
di  cui  radici  con  le  radici  del  divifore  faranno  le  quat- 
tro della  propofia  , e però  piano  il  problema  . Se  poi 
avrà  un  folo  divifore  di  una . dimenfione  , la  . ridotta-, 
lata  di  tre,  cd  il  problema  farà  bensì  folido  , ma  del 


terzo 
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terzo  grado , e non  del  quarto  , come  appariva  . Un’ 
equazione  del  quinto  grado  , fe  avrà  tre  divifori  di  una 
dimenfione  , o uno  di  una  , ed  uno  di  due  ( che  è lo 
dello  cafo  come  fe  ne  avelie  due  di  due  dimenlìoni  , 
perchè  necedariamente  ne  averebbe  anche  uno  di  una) 
fi  ridurrà  a due  dimenlìoni  , e però  fi  potranno  avere 
le  cinque  radici  , ed  il  problema  farà  piano  ; fe  ne  ab- 
bia un  folo  di  una  diluendone  fi  ridurrà  ai  quarto  gra- 
do , e del  quarto  grado  farà  il  problema  ; fe  ne  avrà 
due  di  una , o uno  di  due  , fi  ridurrà  al  terzo  grado  , 
ed  il  problema  farà  del  terzo  grado  : in  fimi!  modo  fi 
difcorra  dell’  altre  . La  maniera  di  ritrovare  i divifori  di 
una  diluendone  è fiata  infegnata  al  num.  5 <5". 

1 66.  Ma  oltre  a quelli,  ficcome  pofiòno  avere  le  equa- 
zioni dei  divifori  di  due,  e più  dimenfioni,  si  razionali,  co- 
me irrazionali  , con  elfi  in  fìmil  modo  operando  , e 
nella  della  maniera  difcorrendo,  devefi  tentare  la  divi- 
fione  dell’equazione  propofia  , quando  però  fiali  prova- 
ta prima  la  divifione  per  i divifori  di  una  dimenfione, 
il  che  generalmente  devefi  fempre  premettere  , qualun- 
que fiali  l’equazione  . 

167.  La  maniera  di  ritrovare  quelli  divifori  per  le 
equazioni  del  quarto  grado  può  edere  la  feguente  ; giac- 
ché quelle  del  terzo,  o fono  irriducibili,  o fi  pedono  ri- 
durre per  un  divifore  lineare  razionale  , per  edere  ede 
( come  fi  fuppone  ) libere  da’  radicali  . 

Sup- 
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Supporto  , che  l’equazione  del  quarto  grada  fio— 
per  i divifori  d'ima  fola  dimenfione  irriducibile  , fi  tol- 
ga da  erta  il  fecondo  termine,  ( num.  itfo.  ) e nafca_-, 
perefernpiOjl’equazioneA;4  * — ijaaxx — ioa*  x — <Sa*zzo. 
Si  fupponga  quella  eguale  al  prodotto  di  due  del  fecon- 
do grado,  cioè  di  xx  +•  xy  4-  zero,  e di  xx  — xy  +-  uzzo, 
nelle  quali  le  y,  z , u fono  indeterminate  da  fidarli  nel 
progreflb , e le  u , z portono  avere  qualunque  fegno  ; 
il  prodotto  farà  x 4 # 4~  zxx 

— yyxx  — yzx  4~uz  zzo  s 

4-  uxx  4-  uyx 

quindi  fi  paragoni  termine  per  termine  quella  equazione 
colla  proporta  ; e dal  paragone  de’  terzi  termini  fi  rica- 
va zzi  — 17 aa  +-  yy  — u ; dai  paragone  de*  quarti 
uzz  — 20#34-  z,  e ponendo  in  luogo  di  z il  valore  già  ri- 
y 

trovato  a fine  d’avere  la  u data  folo  per  la  y , e per  lo 
note,  farà  u zz — 20,3 3 — 17 aa  + yy,  e ponendo  quello 

zy  z z 

valore  di  u nell’  equazione  z ~ — 17 aai-yy — u , averartì 
% — — 17 aa  4-7V+-  2oa 3 ; dal  paragone  degl’  ultimi  termi- 

z z zy 

ni  fi  ricava  uzzo  — 6aA9  e ponendo  in  luogo  di  z,  e di  « 
i fuoi  valori  dati  per  la  fola  y , e per  le  note  , farà 
i8pa 4 — 34 aayy — 400^ 6 4- y*zo — 6 a*  ,cioè  riducendo  al  co- 
' 4 4 4 vy  4 

«lune  denominatore,^ 6 — 34^ 4 +-  289^  +yy  — 400# * _ 

+■  i^aAyy 
li 


, equa- 
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equazione  trasformata , che  fi  può  confideraré  come  del 
terzo  grado,  per  non  effervi  nè  y*,  nè  7%  nèy  . ìii^. 
quell*  equazione  fi  ritrovino  i divifofi  dell*  ultimo  tèrmine'; 
e perchè,  febbene  ella  è del  fello  grado , pure  fi  confi- 
derà, come  del  terzo  , fi  tenti  fe  fia  divifibile  per  yy  i 
quelli  divifori,  tra  quali  fi  fceglieranno  quelli  foli  di  due 
dimenfioni,  come  è chiaro  ; e fi  ritroverà  , ‘ che  è divi- 
Ubile  per  yy — i6aa  — o,  adunque  fata  yy  ieri èaa  , ed 
Nelle  equazioni  u— — ■ ioa 1 — l'Jaà'-hyy  , £=# 

zy  z z 

2,cc2o a%  — ijaa .+- yy  , fofìituito  il  valore  di ^=4*^  avraffi 

zy  z z 

u-zo  — $aa , z±zaa;  adunque  le  due  equazioni' fuftidiarie 
stotlf  xy+-z  — o , xx—  xy  +-  u — o dovranno  effere"  xx  ** 
4ax 2aa  — o3  é xx  — 4 ax  — %aa  — o,  nelle  quali  fi  rì- 
folve  l’ equazion e x 4 * — 1 7 aaxx  — ioa1  x — 6 a 4 = o s 
fe  per  una  di  effe  fi  divida  . 

Ma  le  radici  di  quelle  fono  (110*74.)  x^—zaìLl/iaa 

per  la  prima,  ed  x-  =2  za-ìo  vyaa  per  la  feconda  , dunque 
fono  anche,  le  radici  :dell*  equazione  : ■x+-^-±tfMxx-6G.  % 
e tutte  quattro  reali , una  pofitiva,  e tre  negative  . 

Se  ^equazione  trasformata  non  àvèffe  divifòre  aldi- 
no, non  occorrerebbe  cercare  altro  in  quello  cafò,  perchè 
nè  meno  ne  alerebbe  la  propolla . 

Quantunque  nel  valore  della  y fi  abbia  p— ±4.4., 
. pure  ò fatto  ufo  del  folo  fegno  pofitivo , perche  è affatto 

in- 
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indifferente  31  fervirfi  del  polì  rivo , o del  negativo,  eÌTen- 
do  l’efito  dell’operazione  lo  delio  nell’ uno , e nell’altro 
cafo  . In  fatti  fi  ponga  y — — farà  u~2aa,  z — — 3 aa, 
e le  due  equazioni  le  (Ielle  di  prima,  cioè  xx — 4 ax  — 
3 aa  — o , xx  +-  4 ax  4-  2 aa  — o . 

Sia  l’ equazione  x * — 2 ax 5 4-  2 aaxx  — za*  x a^—o; 

— ccxx 

togliendo  il  fecondo  termine  colla  follituzione  x~z+-  a , 

r , . * 
li  muterà  in  z+  * +-aazz — a%  z 4-  5*2*  rz  o . 

a 16 

— cczz — accz — aacc 

■\  ~ 

Facendo  per  tanto  il  paragone  di  quella  con  l’equazione 

z+  * -huzz — pyz-hpu  — o , che  è il  prodotto  delle  due 
— yyzz  4-  uyz 
+-pzz 

zz  +-yz  +- p — o , zz  — yz  +•  ut :o;  al folito  dal  paragone  de® 
terzi  termini  averemo  p— yy  — u 4-  aa — cc,  dal  paragone  de® 

Z 

quarti  u—p  — a%  — acc,  cioè , pollo  in  luogo  di  p il  fuovalo- 
y 

re,  u—yy  4>  aa — cc — a 3 — óra1,  e però  p—yy+-aa — cc  -h 
4 1 *y  a 4 ~T 

a\*r  acc,e  finalmente  dal  paragone  degl’  ultimi  termini  ave- 

% y 

remo  pu—ja^ — aacc,  cioè,  polli  i valori  di  p , e di  u, 

16  4 


y6+* 


I i 2 
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yi  -f-  aay 4 — aAyy  — a6, 

— iccy^^-c^yy  — za*cc  z:  o. 

— aac 4 

Ora  i divifori  dell’ultimo  termine  , intendendo  di 
due  dimenfioni  , fono  aa , ed  aa  -i-  cc,  e la  divifione  fuc= 
cede  per  yy — aa  — cc  — o , adunque  farà  yy — aa  +-  cc , ed 

y — izvaa  +-  cc9e  p^ibu—^aa — aì  — acc,pz:^aa^ gì  +•  acc9 

4 21 /aa-t-  cc  ^ 2 l^aa  +■  cc 

e le  due  equazioni  zz+-yz+-  p — o , e zz — yz+~uzzQ 
faranno  zz  +■  z V aa  +- cc  +■  3 aa  +~a3  -t-acc  =0, 


2 V 


aa  +-  ce 


zz- — z i/aa  +■  cc+-  %aa  — a* — acc  —o 


21/ 


aa  -f-  ce 


cioè 


zz  4-  z 1/ aa  +•  cc 4-  %aa  +■  a 1/ a a+- cc  = o, 


zz  — z 1 / aa+  cc  +-  — a V aa  +-  cc  zz  o , 

4 * 

e quali  due  equazioni  rifolute  ci  danno  i quattro  valori 

Z—  — d y/aa+-cc± L y/  — aa+.  cc  — ~a  v' aa+>  cc 

2»  $ 

rifpetto  alla  prima  ; 

!r~  — — 


e z — ^x/aa+cciz  y/— 
rifpetto  alla  feconda  ; 


aa  4-  cc  +=  r a V aa  4-  cc 

Ù3 


e per- 
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c perchè  effe  fono  ì divifori  dell’ equazione 

z*  * +•  aazz — #3z+>5<?4 

^ iT  s=os 

— cczz—accz — aaco 
4 

le  fuddette  radici  faranno  pure  quelle  della  (Iella  equa- 
zione; ed  effendo  (lata  fatta  la  foftituzione  di  xzza-^z  , 

£ 

faranno  x~~  a — ~ l/'aaJr'CC+z  tf  aa+-cc  — 1 a^aa^cc  $■ 

% 4 

*?  “ ~ a 4.  «a  +.  cc  tt  +_cc  ~ a ^ aa  +•  oc  j 

a 4 

che  fono  i quattro  valori  dell’equazione  prò  polla 

a?4- — 2ax 3 4-  zaaxx — 2 a*  x -<r  a*  — o . 

— cca?# 

itfg.  Ma  fi  può  formare  un  canone,  o fia  formola 
generale  sì  per  l’equazione  trasformata,  come  per  le  due 
fufiìdiarie  xx  +-yx  -h»  z zz  o , xx  — yx  4-  u — o , che  fi  a ffu- 
mono  a fine  di  avere  i divifori , alle  quali  formole  rappor- 
taci univerfalmente , qualunque  iiafi  l’equazione  del  quar- 
to grado,  a cui  manchi,  o fia  tolto  il  fecondo  termine^. 
Sia  adunque  l'equazione  generale  a?4  » izpxx  ìz  qx+^r—o. 
Prefe  le  due  fufiìdiarie  xx  +■  yx  +-  z — o,  xx — yx  +■ 

e fattone  il  prodotto  .v4  * +-  zxx 

— yyxx  — yzx  -t-uz  “ o ; 

4-  uxx  +-  uyx 


fi 
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fi  paragoni  termine  per  termine  colla  propoila  , e dai 
paragone  de’  terzi  termini  troverà®.  z — ±p+-yy — • u ; dal 
paragone  de’  quarti  u—zizq,  e foftimito  in  luogo  di 

~y~ 

z il  fuo  valore  , farà  u — ±.p-^~vy—  q\  cioè  +.  p fe 

__  a * xy 

nella  propoila  il  terzo  termine  è politi vo,  e — p fe  è ne- 
gativo ; e cosi  nello  flelTo  modo  +.  q fe  è pofitivo  il  quar- 
to, e — q fc  è negativo  ; e quello  pollo  in  luogo  di  u 
nel  primo  paragone,  averaffi  z — ±l  p^yyT-q  cioè  yp 

% a zy 

fe  è pofitivo  il  terzo  termine  della  propolla , e — p fe  è 
negativo;  e per  l’oppollo  — q fe  è politivo  il  quarto,  e 
+■  q fe  è negativo  ; dal  paragone  degl’  ultimi  troverà® 

zu—iz  r , cioè  ±Lp*-yy+:qX  — p + yy  + q — ±.  r , e 

- a 2 ry  z z ly 

facendo  l’attuale  moltiplicazione  , e riducendo  al  comune 

denominatore  , yc±L  zpy  * y ppyy  — qq  zzo  , equazione»» 

+:4  W 

trasformata  , che  può  dirli  cubica  , nella  quale  farà  •**  2 p 
fe  il  terzo  termine  della  propolla  fia  pofitivo,  e -—ip  fe 
fia  negativo;  e farà  — 41*  fe  l’ultimo  della  propolla  fia 
pofitivo  , e + 4 r fe  fia  pegativo  . Se  nelle  due  equazio- 
ni fuffidiarie  xx  +-yx  y z~o  , xx  ■ — yxy  u — o in  luogo 
di  z , ed  u fi  porranno  i valori  di  fopra  ritrovati , fa- 


ran- 
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ranno  effe  xx + yx±.  p +>  yy  ^ ~ q — o , ed  xx  —yx  ±? 

z z zy 

p+-yy  ±L  g ~ o , quindi  fe  l’equazione  trasformata  farà 

z z zy 

divìfibile  per  yy  ^ un  divifore  di  due  dirftenfioni  dell’ 
ultimo  termine,  avraffi  il  valore  della  y , che  folfituito 
nelle  due  xx+-yx+z  p -f-j/yq z q — o , xx — yxiz  p -?-> 

zz  ^y  z 

yy  ±r  f ro,GÌ  fomminillrerà  i divisori  della  propodaLe 

z zy 

x*  * ±l  pxx±  qx±r  — o , e fe  la  trasformata  non  farà 
divilìbile  , nè  meno  Io  farà  la  propoda. 

Sia  1’  equazione  a?4  *'  —4 aaxx — 8#5 x +-  3 =:  o ; 

riferendo  quella  alla  canonica  a?4  * Mpxx ±_  qxiz r — o 5 
farà  p — ^aa 9 q — Sa^,  r — yfa*,  e però  la  trasformata  farà 

y 6 — 8 aay*  +-  1 6 a 4_yy — - 6<\a  6 = 0 , 

— U[oa*yy 

cioè  j/6  — 8 aay* — 124 a+yy — 6/\a  & = 0,  e le  due  fufltdia- 
rie  faranno  xx  -3 ~yx  — 2 aa  4-  yy  -+-  4^ J ~ o 3 xx  — yx  — 

t y 

iati  yy — - qa 3 m o * ma  -poiché  la  trasformata  ( ritrovati 

% y ■ 

i divifori  dell’ultimo  termine)  è divjfibile  per  yy  — i<54^ 

averemo  yy~  ifi®a -,  ed  , i quali  valori  forti-miti 

nelle,  due  fuflìdiarie  daranno  #a?  +-  4,3#  -h  ~o  , 
A'X” — 4af+-5^=f.os  che  fono  i divilori  della  proporti 
x 4 *—4 aaxx — 8^3 3 x +.  35^4=o  , le  di  cui  quattro  ra- 
dici 
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dici  x — — za±  1/ — $aa  , X—z  a±.  V —■  aa  tutte  im- 
maginarie. 

1 69.  Alle  volte  il  folo  togliere  dall’equazione  il  fe- 
condo termine  batta  per  ridurla  ad  eflere  piana,  e così 
rifparmiare  tutte  l’ altre  operazioni . Tale  farebbe,  per 

efempio,  l’equazione  x + +*  2 ex 3 — zacxx — zaacx — aacc—o , 

■\~ccxx 

la  quale , giacché  non  è riducibile  per  alcun  divifore  dell* 
ultimo  termine  , togliendo  il  fecondo  termine  col  fare 
x~y — c , fi  muta  in  quella 

X 

y*  * — zaayy  * -i~c+ 

17  =0, 

— ccyy  — aacc 

z X 

quadratica  affetta  , le  di  cui  radici  diminuite  della  quanti- 
tà c , per  la  fottituzione  x—y — c , faranno  quelle  della 


propotta . 


170.  Efigge  quello  metodo  , che  fi  tolga  dall’equa- 
zione il  fecondo  termine  , nè  fi  ettende  oltre  le  equazioni 
del  quarto  grado  ; eccone  adunque  un’altro  , che  non  ob- 
bliga a levare  termine  alcuno  , e può  applicarfi  tanto  alle 
equazioni  del  quarto  grado,  come  a quelle  del  quinto  , e 
fello , e talora  a quelle  di  grado  fuperiore  ancora . Sia  l’ equa- 
zione x**-axz  +•  aaxx — aabx  — a 3 b — o , 

— ab  xx 


fi 
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fi  prendano  due  equazioni  fuflìdiarie  del  Fecondo  grado 
xx-t^yx-b  uzzo,  xx-hfx  -h  z — Q,  nelle  quali  le  y , u,f, 
z fono  indeterminate  da  fidarli  nel  progredo  , e le  ne 
faccia  il  prodotto  x*  +■  yx 3 -h  uxx  4-  ufx+-  zu 

+-fx 3 4-  fyxx  4-  zyx  — o , 

4-  zxx 

che  fi  paragoni  termine  per  termine  con  l’equazioneJ 
propofia  . Dal  paragone  de’  fecondi  termini  troveradì 
fzza — y;  dal  paragone  degl’ ultimi  z- — a3b  ; ^ 

« 

dal  paragone  de’  quarti  yz  + fuzz — aab , e foftituendo 
in  luogo  di  /,  e di  z i fuoi  valori  a — yy  — a3b  a_. 

Il 

fine  di  avere  un’equazione  efpreda  con  le  fole  y,u, 
e le  cognite,  farà  y~auu  4-  aabu.  E perchè  fi  è trovato 

«« 4-  a3 b 

dal  paragone  degl' ultimi  termini  zu— — a3by  dovrà  ef- 
fere  u un  divifore  di  — a3b\  adunque  fi  trovino  i divi- 
fori  di  due  dimenlioni  di  — a 3b  ( giacché  quelli  di  una, 
e di  tre  non  fervono,  per  edere  le  equazioni  fudìdiarie 
del  fecondo  grado  ) che  fono  ± ab , ±aa.  Si  cominci  a 
prendere  in  luogo  di  u uno  dei  divifori  , per  efempio 
ab  , che  foflituito  nell’  equazione  y zz  auu  4-  aabu  , ci  dà 

yy  4-  a3  b 

y = zab , quindi  polli  quelli  valori  di  y}  e di  u nell’equazio- 

a 4-  b 

ne  fuffidiaria  xx  4 -yx  4-  u — o.,  farà  ella  xx  4-  2 abx  +-  ab  —oì 

a 4-,  b 

e 


Kk 
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e per  effa  fi  tenti  la  divifione  dell’  equazione  pro- 
pofla  , e fe  quella  fucceda  , farà  xx  +*  labx  4-  ab  ~ o 

«+■  b 

un  dìvifore  , ed  il  quoziente  l’altro;  ma  poiché  noli-* 
fuccede  la  divifione  , fi  tenti  , prendendo  in  luogo 
di  u l’altro  divifore  — ab  dell’ultimo  termine.,  e fara 
y— o,  e però  l’equazione  fuffidiaria  xx  +-yx -f- «— ò farà 
xx  — ab  — o , per  cui  divifa  la  propolla,  fuccede  ©fatta-, 
la  divifione  dandoci  di  quoziente  xx  4-ax4-àa~ o ; adun- 
que i divifori  dell’equazione  propolla  x*+-  ax*  +•  aaxx — ■ 

— ab  xx 

aabx^—a^b—o  fono  xx  — ab— o,  xx  4-  ax  4- aatzo . 

Anche  prendendo  in  luogo  di  u il  divifore  aa  dell' 
ultimo  termine  , per  cui  fi  trova  y^a  , e l’equazione., 
fuflìdiaria  xx-x  ax+  aa— o , fuccede  la  divifione  dandoci 
di  quoziente  xx  — ab— o,  cioè  gli  libelli  divifori  di  prirna. 

Che  fe  provati  tutti  \ divifori  dell’ultimo  termine  in 
luogo  dì  «,  per  neffuno  fuccede  l'operazione,  l’equa- 
zione propolla  non  può,  almeno  con  quello  metodo  , ab- 
balfarfi , ed  il  problema  rimane  di  quel  grado  , che  mo- 
ilra  l’equazione. 

Ma  lenza  tentare  la  divifione,  fi  potrebbè  anco  ’ 
prefo  in  luogo  di  u qiafcuno  de’  divifori  di  due  dinien- 
fioni  dell’ultimo  termine,  ed  i corrifpondenti  valori  di 
y3  f , ■■  z y foìlituirli  in  luogo  loro  nelle  forinole  fuffidià- 
rie  xx  +-  yx  +-  u — o , xx  -t -■/ x +■  z — o ; e fe  il  -prodotto  di 
quelle  ci  darà  l’equazione  propolla,  faranno  effe  i divi- 

fori 
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fori  cercati . Così  prefo  in  luogo  di  u il  divifore  — ab,  fi  à 
jf  — Q,  e però/—  a,  zzzaa,  e le  due  equazioni  fuffidiarie 
faranno  xx  — ab  zz  o , xx  -u  ax  +-  aa  zz  o , il  prodotto  delle 
quali  forma  l’equazione  propoda. 

Sia  l’equazione  x 4 — laxi  +-zaaxx — 2a! x -h  a*zz 0. 

— ccxx 


Si  paragoni  quella  col  prodotto 

x 4 +■  yx J -t*  uxx  +-  ftix  +.zu 
-hfx}+-fyxx+.zyx  zzo 
- t-zxx 


delle  due  lolite  equazioni  fuffidiarie  xx  +- yx +- u zzo  , 
xx+-fx-^zzzo  . Dal  paragone  de’ fecondi  termini  cave- 
raffi /= — 2 a — y ; dal  paragone  degl’ ultimi  zzz  a\  Si 

II 

prenda  il  paragone  de’  terzi , e non  de’  quarti  per  avere 
il  valore  della  y dato  anche  per  la  c ( la  quale  lettera-, 
deve  efferc  necelfariamente  nc’  divifori , il  che  non_. 
potraffi  avere  dal  paragone  de’  quarti  ) farà  adunque 
u+*fy  * z—zaa — cc , e polli  i valori  di  f,  e di  z , farà 
yy+- 1 ayzz  a 4 — 2 aa  +-cc+  u , in  cui  fodituito  in  luogo 

U 

di  « uno  de’  divifori  izaa  dell’ultimo  termine,  per  efem- 

pio  4-  aa,  e rifoluta  l’equazione,  farà yzz — cc, 
e podi  nell’equazione  xx  +-yx  -h  uzzo  i valori  della  u , 
e della  y ( prefo  per  la  quantità  radicale  il  fegno  o 
pofitivo  , o negativo  , come  più  fi  vuole  , perchè  in  fine 

Kk  2 tor- 
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torna  lo  fleffo  , come  fi  può  vedere  calcolando  nelFuna^ 

e nell’  altro  modo  ) averaffi  xx  -—ax-^x  Vaa+-  cc  +•  aa  — ' o , 
per  cui  fuccede  la  divifionc  della  propofla  equazione  , 

dando  di  quoziente  xx  — ax — x V aa  + cc  h-  aa  q , 
ed  in  confeguenza  le  quattro  radici  dell'  equazione  propo- 
rla faranno 

~ a<&J&.ccjr  aa  cc  — cl  ^ aa  +-  cc 

z 4 

x ~ 2.j^/rag+.  cc  -H  tS-,  (IH  »}■  CC  «Ji  — - & ^ ^ *j«  CC  ^ 

2>  4 

Sia  i* equazione  a?  + -h  2&jv.3  +•  bbxx-~- a%bzzo  ; fi  paragoni 

COI  prodotto  # + +-J)W3  4-  UXX4-/UX4-ZU 

4-fx 3 +-  fyxx+  zyx  zi  o 
+- zxx 

delle  due  folite  forinole  fuffidiarie  xx  +-yx  4~u  zzo , 
xx4-fx+-  z — o.  Dal  paragone  de’  fecondi  termini  avre- 
mo  f—ib —-y ; dal  paragone  degl* ultimi,  zzz — alb\  dal 

< ti 

paragone  de’  quarti  caveremo  zy  4- fu  zzo,  e polli  i va- 
lori di  f,  e di  z , farà  — a 3 by  +.  tbu — uy  zzo  , cioè 

U 

yzzzbuu  . Ma  prefa  ciafcuna  de’  divifori  razionali  izaa , 
a^b-t-uu 

ìzab  dell’ultimo  termine,  e pollo  in  luogo  di  « , e fatto 
il  rimanente  al  folito,  non  fuccede  l’operazione  ; adun- 
que fi  tenti  per  mezzo  de’ divifori  irrazionali  tLaVab 

dell’ 
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dell'ultimo  termine,  e però  porto  in  luogo  di  u il  dì- 
vifore  irrazionale  a\/  ab  , farà  y~b,  quindi  l’equazione 
fulfidiaria xx  -^yx  4~  u =:  o , verrà  ad  ertere  bx*~., 

av* rib^. o,  per  eui  divifa  la  proporta  darà  di  quoziente 
xx  +-  bx — a Vàb’—o  . 

17.1.  Intorno  alle  equazioni  del  quinto  grado  c 
chiaro  5 che  fe  elle  non  fono  divi  libili  per  un  divifore 
lineare,  come  già  Suppongo;,  , non  potranno;  elTerlo  fe  mori 
per  uno  del  fecondo  grado,  ed  uno  del  terzo.  Per  tali 
equazioni  adunque  li  prendano  due  equazioni  fuilidia- 
rie  , del  terzo  grado  l’.ùna  , e l’altra  del  fecondo,  cd  il 
prodotto  di  quelle  li  paragoni  termine  per  termine  coru, 
la  proporta  equazione  in  limil  modo  , come  fopra. 

Sia  adunque  l’equazione 

X*  - — qax + -f-'  6aax 5 — 8a 3 xx  4-’  5^ # 5 ~ o ; 
fiprendano  le  due  fuffidiarie  xx  +.y'x 4-  «=o,  x}+~  txx+* 
fx  -hZ  — o,  e fe  ne  faccia  il  prodotto 

x 5 4 -yx + +*  ux J +■  tuxx  +*fux  +*  zu 

^~tx*+-  tyx 3 4-  f yxx+=  zyx  =0, 

’ 4-fx 1 4-  zxx 

che  fi  paragoni  colla  proporta  equazione,  e dal  parago- 
ne de’  fecondi  termini  fi  avrà  * =— 44  — y5  dal  paragone 
degl* ultimi  z — £%  dal  paragone  de’  quinti  f~  fa*—zy , 

« ~ a 

e fórtituito  il  valóre  di  z , f~  4 +.■ a *y  ; dal  paragone 

m 

de9 


n 
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de’  terzi  finalmente  avraflì  «+>  ty  ■+•  f—6aa  , e porti  in_. 
luogo  dir,  e di/i  loro  valori,  per  avere  un  equazione 
con  le  fole  y , ed  u , e le  cognite , farà  yy  +-  4 ay'—ra  sy~ 

UU 

— 6aa+-  «-t-  . E perchè  dal  paragone  degl’ ultimi  ter- 

U 

mini  abbiamo  z~  — #5,  farà  u un  divifore  dìi  — a*  9 

U 

onde  ritrovati  tutti  i divifori  di  due  dimenfiòni  di — a%% 
fi  fortituifcano  ad  uno  ad  uno  nell’equazione  4 ay — a 

mi 

— 6aa  + **•+■•' ja 4 a fine  di  avere  il  valore  della  y,  e quello 

fi  ponga  in  luogo  della  y nell’equazione  fuffidiariau 
xx 4* yx  + 8-0  , ficcome  il  valore  di  u ; e fe  per  quella., 
fuccede  la  diviiìone  dell’  equazione  proporta  , averemo 
i’  intento  . Sono  adunque  i divifori  di  due  dimenfiòni 
dell’ultimo  termine  ± da.  Si  prenda  -t-aa,  e fi  fortituifca 
in  luogo  di  u nell’  equazione  yy  +■  /\ay  — aj_y  = — 6aa+~ 

iiU 

u-t-fa*,  da  cui  fi  ricava  yy  +■  $ay  — o , cioè  y~o  , ed 

il 

y— — 3 a.  Se  nell’equazione  fuffidiaria  xx  +-yx  +-U—0, 
porto  m luogo  di  u il  divifore  + -da  , in  oltre  fi  ponga 
in  luogo  della  y il  zero,  che  è uno  de’  valori  ritrovati  , 
farà  xx-^aa^o,  ma  per  quella  non  fuccede  la  divifìo- 
ne  della  propolla  equazione,  adunque  fi  ponga  in  luogo 


di 
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di y l'altro  valore  — %a,  ed  averemo  xx — $ax  +*  aa^o9 
per  cui  fuccede  la  dividono  , dandoci  di  quoziente  x 5 - 
axx  +-  2a<*x—-a i — o . Se  l'operazione  non  folle  fuccedu- 
ta  per  mezzo  del  divifore  +-  da,  aver  ebbe  fi  provato  il  divi- 
sore — aa  ; che  fe  nè  meno  per  quello  fi  avelTe  avuto 
l’ intento,  l’equazione  farebbe , almeno  con  quello  me- 
todo , irriducibile . 

Sìa  l'equazione  x'  +-  ax*  * +-  a%  xx  — adbbx—a^b  zzo  , 

— àabxx 

che  11  paragoni  termine  per  termine  col  prodotto  delle 
due  Solite  fuffidiarie.,  e dal  paragone  de’  fecondi  termi- 
ni troveremo  t — d — ; dal  paragone  degl’ ultimi 
zzz — a+b  ; dal  paragone  de’  quinti  fu-t-zy—  — aabb , e 

U 

foflituito  in  luogo  di  "z  il  filo  valore,  farà/*-: — aabb-h- 

tt 

"frbyi  dal  paragone  de’  terzi  avremo  u+-ty  -t-/  — o , in 
m 

-cui  podi  in  luogo  di  t,  e ài.  fi  loro  valori,  farà  yy  — 
ay — a'byzzuu — aabb  . I divifori  di  due  dimenfìoni  di 

UU  « 

a'b  fono  ± aa,  *zab . Si  tenti  l’operazione  per  mezzo 
del  divifore  — ab,  e però  podo  in  luogo  di  u il  valore 
—ab  nell’ultima  equazione  yy—ay  — a+hyzzuu — aabb  , 

Uil  u 

farà  yy  — ay—aay  zzo,  e però  y zzo , ed  yzz  ab  +■  aa  . 

X ’ T~"~ 


Si 
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Si  foftituifca  nell’equazione  fulfidiaria  xx^yxA* "ti'zz  o 
il  valore  aa+^ab  in  luogo  diy,  e — ab  in  luogo  db«:,:‘e 
b • " ; 

<farà  xx  + abx  + aax — a&:=o,.pcr  cui  non  fuccede  la  di- 
~b 

vifione  ; fi  prenda  adunque  l’altro  valore  della y , cioè  il 
zero,  ed  è l’equazione  fulfidiaria  xx — ab—  o,  .per  cui 
fuccede  la  divifione  dell’equazione  propolla,  dando  di 
quoziente  x 3 +■  axx  4-  abx  +■  a 3 — o . 

Era  arbitrario  inflituire  il  paragone  de’  quarti  ter- 
mini , ma  per  maggiore  femplicità  ò prefi  i terzi . 

172.  Le  equazioni  del  fedo  grado,  fuppolle  non_. 
riducibili  per  alcun  divifore  lineare  , non  lo  potranno 
altresì  edere  , fe  non  o per  tre  divifori  di  due  dimen- 
fioni , o per  uno  di  due  , ed  uno  di  quattro  , o per 
due  di  tre  , ma  baderà  cercare  i due  cali , ne*  quali 
fono  riducibili  per  due  di  tre,  o per  uno  di  due,  ed 
uno  di  quattro  ; giacché  riducendole  per  tino  di  due,  la 
ridotta  farà  di  quattro  dimenfioni,  ché;  fi  potrà  poi  ri- 
durre per  due  divifori  di  due  dimenfioni  , fe  la  propo- 
rla è riducibile  per  tre  di  due  dimenfioni . 

Sia  l’equazione  x6 — i’3<Mfs  4-45 aax* — yia^x*-*- 
yja+xx — i6as #+- za6  — o,  che  fi  cerchi  di  ridurre  per 
una  di  due  dimenfioni,  ed  una  di  quattro.  Si  prendano 
adunque  le  due  fuffidiarie  xx  +-yx+-  uzzo  , ed  x* 4- px1 4- 
txxjrfx+-z~Oj  e fe  ne  faccia  il  prodotto 
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x*+-px*+-  tx^  +•  f x}+-  zxx  -1-  zyx  -4-  zu 

yxs+  pyx*+  tyxÌJr  fyxx  +--fux  — o ; 

4-  UX*  4-  pux*+  tuxx 

dal  paragone  de’  fecondi  termini  caveremo/?  ~ — 13 a — y » 
dal  paragone  degl’ ultimi  z-2 a6  ; dal  paragone  de’  terzi 

U 

t+  py  -i-ti—tfaa  , e foftituendo  il  valore  di  p , farà  t~ 
45^4-  13 ay+yy  — u\  dal  paragone  de’ felli  zy+fu—- — 16 a* 9 
e pollo  il  valore  di  z,  farà  f—-r-za6y — 1 6a'\  dal  para- 

UU  II 

gone  de’  quinti  z+fy-i-tu—ffa*,  e follituendo  i valori 
di  z , f,  e t a fine  di  avere  un  equazione  data  per  le_* 
fole  u,y,  e per  le  cognite  dell'equazione  propolla-., 
fara  finalmente  2 £s — 2£sj yy — i6a5y +•  4 ’^aau-’r  i'$ayu+- 

tt  UU  u 

uyy  — uu  — Sfa* , cioè 

yy — iàgsuy  4-  13 au*y  4-  2aeu — 57^+««  4-  j45<w«*  — «+  — o ; 


t£—  2 a6 

e poiché  i divifori  di  due  dimenfioni  dell’ultimo  termine 
za6  fono  ì;aa,  +12 aa  ; fi  provi  ponendo  in  quell’ ultima 
equazione  in  luogo  di  u il  divifore  + aa  9 e farà  yy  +. 

3^V4- naa  = 0,  che  riloluta  ci  dà  yzz  — $a±  — 

2 

quindi  la  formola  fulfidiaria  xx  +■  yx  4-  u =r  o farà  xx  — 


3 ax+-  x\/ — 34^4-  aa—o\  ma  per  quella  , comunque-* 
» ' - 
prendafi  l’alternativa  de’  fegni  nel  radicale,  non  è divi- 
sa 1 Ubile 
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Ubile  la  equazione  propolla,  ficcome  nè  pure  riefce  pren- 
dendo il  divifore  — aa  ; adunque  fi  prenda  4-  2 aa , ed 
avremo  j/jy 4-  izay +•  zóaa  — o 5 cioè  — <5a±i  4^  > vale_» 
adire^=: — io a,edy— — za.  Si  prenda y — — 100,  e fi 
ponga  nella  forinola  fuffidiaria  xx  4- yx  4*  u zz  o in  luogo 
della  y il  valore  — ioa9  e 4-  2 aa  in  luogo  di  u , farà  xx  — 
1 oax+  laa  — Q , ma  per  ella  non  fuccede  la  divifione., 
della  propolla  ; onde  fi  prenda  1‘ altro  valore  della  y,  cioè 
— 2 a , e la  forinola  è xx  — zax +■  zaa  — o3  per  cui  fucce- 
de la  divifione  dandoci  di  quoziente 

a?4 — naxìjr  naaxx.  — jaKx^a^  — o. 

Qui  è il  luogo  di  avvertire  , che  fe  in  vece  del  para- 
gone de’  quinti  termini,  avelli  prefo  il  paragone  de’  quarti, 
mi  farei  incontrata  nell’  equazione  cubica  2 y%  +>  2 6ayy  4~ 
81^4-74^=0,  ed  il  paragone  de’  quinti  mi  a portata-* 
ad  equazione  quadratica,  dai  che  fi  vede,' che  la  fcelta  del 
paragone  di  tali  termini  piuttoflo,  che  d’altri,  può  recare 
molto  vantaggio , Non  è però  , che  non  potqfie  fervire_> 
anche  l’equazione  cubica  2y^  zóayy ^Siaay  ^>7^  ^.o  , 
poiché  ritrovando  di  quella  le  radici.,  che  fono y 4-  aij:s:p| 

y 4- 1 la  ± 1/  qyaa  — o , una  di  quelle  3 cioè za  mi  dà 

% 1 

la  medefima  equazione  xx — zax  zaa'~o  3 per  cui  fi 
divide  la  propolla.  Sia  l’equazione  del  fello  grado 

x6  4-  ^ax*  +-4aax*r  4-  6Vdv5  4-  6a*xx  4-  3 a*x  4-  za*  ~ o 
non  riducibile  per  divifore  di  due.dimenfioni  ; fi  tenti 

. aduli- 
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adunque  la  riduzione  per  due  di  tre,  e li  prendano  le  due 

equazioni  fuflìdiarie  x3  + yxx  +■  px  + u — oi 

x 3 +-  txx  +-  fx+'Z  — o3 

e fe  ne  faccia  il  prodotto 

4-  ZW3  4-  fZ/AZZV  4-/«Z  +-  za 

tx5  -i^tyxi-i-  ptx1+-pfxx  -t-pzx  — o . 

+*/#*  -t-fyxì+.  zyxx 
+-  ZXt 

Dal  paragone  de’  fecondi  termini  caveralTI  #=-3^ — jp; 
dal  paragone  degl’ ultimi  z — iaf  ; dal  paragone  de’  felli 

U 

fu+-pz  — $a*,  e ponendo  il  valore  di  z,farà/=:30;—  zasp\ 

Il  UH 

dai  paragone  de’  terzi  p+-ty+-f—  qaa , e fodituiti  i valori 
di  t3 e di  /,  farà  p — qaauu  — iasu+-uuyy — lauuy  ; dal 

uu — 2 as 

paragóne  de’  quarti  u +•  pt  +•  fy  +-  z — 6 a* , e follituendo 
in  luogo  di  t,  f,  z i loro  valori  a fine  di  avere  un’altro 
valore  di  p dato  per  le  y,  u , eie  note  dell’equazione  prò- 
polla,  farà  p—6aìuu — u 3 — 3#5«y — ia6u. 

lauti  — uuy  — 2 a6y 

Tra  quelli  due  valori  di  p s’inilituifca  un’equazione 
per  ricavarne  il  valore  della  y dato  per  le  fole  u , e_> 
le  cognite,  ed  è 

4 aauu  — 3 a'u  — 3 auuy-t-  uuyy  — 6a'suu-^ui — -3 a'uy — 2 a6u, 
uu — 2U*  lauu  — uuy  — ia6y 

e riducendo  al  comune  denominatore,  ed  ordinando  l’e- 

L1  2 qua- 
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quazione  per  la  y,  farà 

y*  — 6a7uyy  +*  8 a*uy  — 6axu% 

■ — 6au\yy  — 6a%uuy  +■  p a6uu 

-f-15  aau^y — 12  a?u  _=o  » 

•f*4  alz 
— u* 

u J+-  2 a6u 

E perchè  fi  à uz  = za6 , farà  u un  divifore  di  za6  ; 
ma  i divifori  di  tre  dimenfioni  di  za6  fono  iza*,  ±ea5; 
quindi  prefo  uno  di  elfi,  cioè  +*«'  in  luogo  di  «,  fi  ponga 
nell’ultima  equazione,  ed  averaffijy5  — 4 ayy+-  jaciy — 2 a^o  . 
Da  quella  fi  cavino  i valori  della  y , cioè  uno  y~za  , 
e gl’ altri  due,  che  fono  eguali , y—a  . Si  faccia  ufo  del 
primo  valore  yzzza,  che  fodituito  in  una  delle  equazio- 
ni di  p in  luogo  di  y , e pollo  in  luogo  di  u il  divifore 
a',  far k p~aa,  quindi  podi  quedi  valori  di  y , p , ed  u 
nella  formola  fuffidiaria  xl  +-yxx  +-px  +-  uzzo  , farà  elfa 
xì  +■  zaxx  +-  aax  h - a*  —q,  per  cui  divifa  l’ equazione  pro- 
poda  ci  dà  il  quoziente  x*  +-  axx  +•  aax  +-  za?  — o . Seia 
dividone  non  folle  fucceduta  prendendo  y — za,  averei 
prefo  y~a  . Che  fe  nè  meno  per  quedo  avelli  avuto 
l’intento,  avrei  tentato  per  mezzo  di  ciafcuno  degllaltri 
divifori,  ripetendo  le  medefime  operazioni;  e fe  per  nefT 
funo  folfe  riufcita  la  facenda , la  propoda  equazione  non 
avrebbe  potuto  abbadard  , almeno  con  quello  metodo  , 
e farebbe  rimada  del  fedo  grado  . 

Sia 
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Sia  l’equazione  x6  +-  ax'  +-  aaxK  +-  ^a'x' -e  a'xx  cfix* 
za6  — o,  che  fi  paragoni  col  prodotto  delle  due  fuffidiarie „ 
come  neil’efempio  antecedente  , Dal  paragone  de’  fecon- 
di termini  averemo  t—a — y ; dai  paragone  degl’ ultimi 
z — za6;  dal  paragone  de’  felli  fu+*pzzzaiì  e pollo  in_, 

U 

luogo,  di  z il  fuo  valore,  far k fzzaf  — z afp\  dal  parago- 

u UU 

ne  de’  terzi  p+~ty+~f—aa%  e podi  i valori  di  t , e di /, 
p — aauù  — auuy  +-  uuyy  — asu  ; dal  paragone  de’  quarti 
uu- — 2 a* 

u +■  pt  +-fy  +- z -1  ^aì , e follimiti  i valori  di  z,f,t  per 
avere  un’altra  equazione  di  p data  per  le  fole  u,  y,  e le 
note  , farà  p—^a3uu — -a\uy  — za6 u — u%  3 ed  inflituendo  - 

auu- — uuy-^ia6y 

fra  quelli  valori  di  p un’  equazione  per  avere  il  valore 
della  y dato  per  la  fola  »,  e le  cognite , fatte  le  debite 
operazioni,  farà 

y i — 2 atfyy  +-  2 aau%y  +•  2 cPu? 

— za7uyy — 2 a5uuy+-  a6uu 

+•  2 asuy  — 6a9u  —O* 

— u* 

+>  4 a11 

t?  +■  2 a6u 

I divifori  di  tre  dimenfioni  di  za6  fono  izcfy  ±2 a3  . 

Si  prenda  in  luogo  di  u il  divifore  +>  a* , che  fi  pon- 
ga in  quell’  ultima  equazione  , e fi  riduce  ad  ede- 


re 
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re  y i — 4a10yy +- 2auy  — o , e dividendo  per  y,  farà 
: 3 a9  b i©  ' 

y — O , éd  yy  — qay  4 -laa  — o , cioè  y~  <ig  ±.  V — laa 

; -b  T ' r 

Di  quelli  tre  valori  della  y fi  prenda  il  primo,  cioè 
y—o  , e fi  foftituifea  in  luogo  di  y in  lina  delle  due_# 
equazioni  di  p , ed  c?  in  luogo  di  a , e farà  p—o; 
adunque  l’equazione,  fulfidiaria  x 1 y-yxx  px+-  u—  o farà 
;r3-f-#3  = o,  per  cui  divifa  l’equazione  propofta  ci  dà  di 
quoziente  x 5 +-  axx  4-  00#  4-  2# 5 s o . 

In  quelle  tali  equazioni  fe  prima  fi  fapeffe,  che  fono 
divisibili  per  un  divifore,. in  cui  manchi  qualche  termine, 
lì  potrebbe  risparmiare  molta  fatica  col  prendere  una_. 
delle  due  equazioni  fuflìdiarie  mancante  pure  dello  fief- 
fo  termine , ma  poiché  ciò  non  fi  fa , fi  fuole  provare 
l’ operazione’  primieramente  con  una  di  effe  equazioni 
fuffidiarie  manéante  o d’uno,  o di  un’ altro,,  o di  più 
termini  ; tuttavia  però,  perchè  l’opera  è gettata  fe  Ll* 
propofia  equaziorie  ti  oh  è in  quello  modo  riducibile  , 
e bifogna  in  fine,,,  ciò  non  oliarne,  ricorrere  alle  equa- 
zioni fu  (fidi  arie  compite  , è meglio  fervirfi  di  quelle 
fui  bel  principio  , giacché  ci  danno  i divifori  per  l’uno, 
e l’altro  cafo  . 

Senza  -ripetere  le  operazioni. ad  ogni  efempio  avrei 
potuto  formare  il  cantine  ••  generale  y a cui  rapportare 
ogni  particolare  equazione  in  fimil  guifa  a quello  del 


num. 
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mim.  168. , ma  oltre  che  ciò  fuole  cagionare  della  con- 
fo fio  ne.,  pare, -che- le  attuali  operazioni  fatte  in  propoli- 
IO'  diano . maggior  lume-,  € 'facciano  migliore  effetto  » 
quindi  ad  effe  piuttollo  mi  fono  attenuta  . 

173.  Lo  lidio  metodo  fi  può  proporzionalmente 
applicare  alle  equazioni  di  grado  fuperiore  , ma  il  cal- 
colo, erefee  a difmifura  r perchè  fé" 'il  debba  ridurre  un’ 
equazione  , per  efempio  , dell’ottavo  grado  per  mezzo 
di  due  del  quarto  ? nelle  quali  non  manca  alcun  termi- 
ne, ciafcuna  delle  due  equazioni  foffidiarie  avrà  quattro 
indeterminate,  onde  .confide.rata  una  di- quelle  equa- 
zioni , come  farebbe  „y4 -^yx'  V pxx  +-^-t-aro,  e prefo 
per  la  «uno  de’  divifori  dell’ultimo  termine  della  prò- 
polla  , rimangono  tre  indeterminate  y0  p3  q da  fiffariì 
coi  foliti  paragoni , nel  che  s’incontrano  equazioni  foli- 
de  , delle  quali  però  avendoli  le  radici , l’operazione 
può  procedere  , 

PROBLEMA  l 

174.  Ritrovare  quattro  numeri  9 i quali  fi  fuperìno 
dell' unità9  ed  il  prodotto  loro  fia  ioq. 

Sia  il  primo  numero  = xs  il  fecondo  farà  =#+- 1, 
il  terzo  il  quarto  ~ x ’+-  3 ; adunque  dovrà 

effere  il  prodotto  loro  #+4-  óx3-*-  uxx+-  6x~  100  , cioè 
ut  3 4-  nxx  +.6x-—  iqozzc  ; e perchè  quella  equa- 


zione 
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zione  non  è divifibile  per  alcun  divifore  dell' ultimo  ter- 
mine, fi  faccia  fparire  il  fecondo  con  la  foftituzione  di 
xzzz — 3,  e nafce  l’equazione  z + — $zz — 1591=0, 

Z>  2 16 

che  è quadratica  affetta,  le  di  cui  radici  fono  zz=  5±:i/ioi, 

4 

e però  z — ±l  ^5  ±.v  101 , quindi  averaffi  # = — 3 +: 

*4  * 

- — >* 

i^io  1 ; e però  de*  quattro  valori  della  x ducfo« 

4 

no  reali , cioè  a?= — 3 5 4-1/ 101  , gli  altri  due-* 

a 4 

immaginar] . Se  ne  prenda  uno  reale  — 34-^/54-1/101 

a • 4 ; 

per  il  primo  numero  de’  quattro  cercati  ; farà  — 14- 


£/5_4-t/ioi  il  fecondo  ; ^5  4-1/ 101  il  terzo  ; 

4 a 4 

JL  +‘  +■  ^ 10 1 il  quarto  ; il  prodotto  de’  quali  è = 100 . 

» 4 

Si  prenda  l’altro  valore  reale  di  x cioè  — 3 — ^5  4-i/7o7 

» 4 

per  il  primo  numero;  farà  — — ^5  4-  /ioT  il  fe- 

* T 


condo;  J_— +•  ^ 1 01  il  terzo  ; ^5  +.  / 10I  il 

4 2-4 

quar- 


a 


» 
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quarto  , il  prodotto  de’  quali  dà  parimente  il  numero 
ioo„ 

PROBLEMA  IL 

175.  Nel  triangolo  rettangolo  ABC  dato  il  lato  mi- 
nore AB,  ( Fig.  pi.  ) ed  abbacato  il  perpendicolo  BD 
alla  bafe  A C , e data  la  differenza  de'  fegmenti  A D , D C 
della  fieffa  bafe  A C ; ritrovare  la  differenza  F C de’  lati 

B A , BC . 

Col  centro  B , intervallo  BA,  fi  deferiva  il  circolo 
AEFG  , e fia  BAzza  , E C~b , differenza  data  de’  Tegu- 
menti AD,  DC,  e fia  FC  differenza  cercata  — x ; 
farà.  GC  = za  +-  x , e per  la  proprietà  del  circolo  s 
GC  XCF=  ACX  CE,  cioè  zax+xx~AC')(b,  e però 

ACzizax-^xx  ; ma  efTendo  retto  l’angolo  ABC , avraflì 
b 

l’equazione  qaaxx  +-  4 ax ì +-  x 4 ir  2 aa  +•  2 ax  -hxx  , 0 fia_» 

bb 

x*+-4ax3  + 4aaxx  — 2 abbx — 2 aabb  zio,  la  quale  non 
— bbx  x 

è divifibile  per  alcun  divifore  dell’ultimo  termine  , 
però  fi  levi  il  fecondo  termine , facendo  x — z — a , ed 

avraflì  la  quadratica  affetta  z.4 — 2aazz+-a*  zio,  quin- 

— - bbzz  — aabb 

ài 


M m 
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di  zz  — 2aa+-bh±i  v Saabb  +-b+,ez  — t:  ,/ 2 aa + bb*z\s Saabb -hb\ 

Z Z 

onde  x — — a iz  ^/r  2^  ^rbb  — V Saabb  +-  b*  , o fla_® 

a 

# — — a h f/  aa- 1-  bb+zb  yri  aa  +*  bb  ; quattro  ra-= 

*■  4 

dici  tutte  reali , quando  fia  a maggiore  di  b . La  radice 

# — rr—  <34-  f/aa  4-  b b +F^r  zaa+-  bb  , che  è pofitiva_,  , 

i 4 

ferve  per  il  problema  propodo  ; la  radice  x — — -a+* 
j/aa+-  bb-^b /X zaa  4-  bb  , che  è negativa,  ferve  quan- 

z 4 

do  il  lato  BC  fia  minore  del  lato  AB  ; le  altre  due 
fervono  per  l’angolo  4BQ  , 

PROBLEMA  III. 

J7<5’,  il  .quadrato  AD } ( Fig.  92.  ) ritrovare  nel 

lato  prodotto  A C il  punto  E tale  , che,  condotta  all ’ angolo 
B la  retta  EB,  Jia  l'intercetta  EF  eguale  ad  una  data  retta 
linea  c , 

Chiamata  BD  — a 5 DFvzx  , farà  CF—a — a?,  e 

condotta  BFE,  fia  FEzzc;  per  la  lìmilitudine  de’  trian- 

. 

goli 
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goli  ECF  , BDF  , farà  CF  (a—x),  FE  (e)  :i 

FD  (#),  FB  ) per  Tangolo  retto  D farà 

anche  FBrzi/ aa  +- xx  , adunque  averaffi  l’ equazione.* 
\/  aa  +•  xx  = ex  , e quadrando , cc##  zz  aa  +-  ##  , e 

a ~ x <*«=-=>  i«*+  xx 

riducendo  al  comune  denominatore,  ed  ordinando  l’equa- 
zione , farà  x*  — 2ax ! 4-  zaaxx  — 2a* x +■  a*  ~o  5 le  di 

— ccxx 

cui  radici  li  è veduto  ai  numeri  i6j.  9 e 170. , efferc 


x 


=ja — ~ y' aa  +-  cc  ti  y/  cc- — aa  — ~ 


a V aa  +-cc 


x: 


■~a -h  ~ j/aa -i-  cc±z  y^cc  — 


aa  +•  - a V aa  +-  cc  . 

--  - Té 


Le  due  ultime  radici  fono  Tempre  reali , e pofltive,  l’ una  - 
■~a +~~  y/aa  ■+- cc — y/  cc  — aa  +-  ~a  V aa  +■  cc  , che  è 

4 z 

minore  di  a,  ci  determina  il  punto  F,  per  cui  con- 
dotta la  linea  B E , farà  E F eguale  alla  data  c , 
fciolto  il  problema  propofb  . L’altra  radice 

-^a  -h  y/aa  +•  cc  +■  y/ cc  — aa  +=  ~a  1 / aa  -t-cc,  cheè  mag- 

4 2- 

giore  di  a , determina  il  punto  /;  a cui  condotta  Ia_. 
retta  Bf,  ci  dà  pure  ef  eguale  alla  data  , e ferve  fe  il 
problema  foffe  flato  propoflo  per  l’angolo  ACf. 

Mm  2 


Le 
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Le  due  prime  radici  fono  immaginarie,  qualunque 
volta  fi  a cc  minore  di  8 aa  , ed  il  problema  imponìbile» 
Polla  adunpue  co  non  minore  di  8 aa,  le  due  radici  fono 

reali,  e negative,  quindi  prefa  DG  — ^a  — ~ l / aa*-cc** 


cc  — aa — ^aVaa^cC)  e Dg~~a — ^Vaa  + cc 

4 x 

cc  — aa—~a  V aa  ^cc  , e condotte  per  lo  punto  B 


le 


4 * 

rette  GM , gm  , faranno  effe  ambe  eguali  alla  data  c ; e 
fedirebbero  , fe  il  problema  foffe  flato  propollo  per 
T angolo  ACD  . 

177.  Molte  volte  quando  il  problema  non  è di  na- 
tura fua  folido , ma  piano , fe  ci  comparifce  fotto  un’  equa- 
zione folida  ponendo  per  incognita  una  tal  linea  , ci  può 
comparire  fotto  equazione  piana  prendendo  altra  linea», 
per  incognita  . Ne  prendo  un’efempio  nel  problema  an- 
tecedente, in  cui  denominando  DF—x  , fi  è ritrovata  un* 


equazione  del  quarto  grado,  per  cui  fi  à.  dovuto  fare  la», 
fatica  di  ridurla  . Ma  fe  fupponendo  E il  punto  cercato, 
( Fig.  5»  3 . ) fi  condurrà  ER  normale  a B E , che  incontri 
in  R la  BD  prodotta,. ed  EL  normale  a BRS  e chia- 
meraffi  DR~x,  e come  fopra  BD=a,  FE—c , e», 
jg  F—y  , altra  incognita  da  eliminarli  in  apprettò  , farà 
BR  — a+-  x,  BE—c+-y  . Ora  per  i triangoli  fimili  BDF, 
ELR,  farà  ER=y,  perchè  è EL~CD=:BD  ; e per  1 


trian 
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triangoli  fienili  BRE,  ERL,  farà  BR  , BE::ER  , EL  , 
adunque  farà  a 4-  x , e 4-7  : 17 , <?  ; quindi  ry  4-77=:  00  4-  ax . 
Ma  per  l'angolo  retto  BER , il  quadrato  di  £ R è eguale 
alla  fomma  de’  quadrati  di  BE , e di  £ R , cioè  ^ 4-  zax  4- 
##  — 277  +■  2^7  4- ce,  dunque  ponendo  in  luogo  di  cy  +-77 
il  valore  aa*-ax,  farà  l’ equazione  #<3  +■  zax  +.  xx  — zaa  -h 

2 ax  4-  cc , cioè  x,—  ±l  V aa*-  cc. 

In  un’  altro  modo  ancora  . Divifa  per  metà  la  FE 
in  H,  e chiamata  CD —a  , fìa  2 c la  data  linea  , a cui 
deve  effere  eguale  la.  FE,  e fi  chiami  BH—x , farà 

B F—x  — c , e BE  — x-t-c  ; ma  BE  — AB—AE  , dun- 
que farà  AE—'Sxx  4-  2 ex  +-  cc — -aa.  Ora  per  i triangoli 
limili  BDF  , BE  A , farà  B F ( x — c ) , BD  ( a ) : : 

BE(x  +•  c),A E (y xx  -f-  icx  +-  cc  — aa),  quindi  ax  -h  ac~=a 


x — c xx  4-  2cx  +-  cc  — aa  , e quadrando,  ed  ordinando 

l’equazione,  farà  finalmente 

x 4 — 2 aaxx  — zaacc  _ 

* — o, 

■ — 2CCXX  4”  C + 5 

quadratica  affetta  , le  di  cui  quattro  radici  fono 

x~±,  ]/  aa  +>  cc  ìzais  aa-h  4 cc 
Ifieffamente  fe  nel  problema  II.  num.  175.  in  luogo 
di  fare  FC  — x,(Fig.9 1.)  avelli  denominata  BC~x,  ri- 
petendo lo  fieffo  difeorfo  , avrei  ritrovata  l'equazione 


x 


■ zaaxx 
• hbxx  - 


«34 

- aabh 


qua- 
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quadratica  affetta,  le  di  cui  radici  fono 


x — ±.^/  aajrbb±ib'^/  zaa-t-  bb  , che  convengono  con 

x 4 

le  prime  . 

Anco  più  femplicemente,  ponendo  AF—x,  e ripe- 
tendo lo  fteffo  difeorfo,  avrebbefi  avuta  l'equazione^ 

xx  ->rbx  — iaa  , e però  x — — b +.  zaa  +~bb,  e perchè 


avrebbefi  trovata  l’efpreflìone  — a +-  Vbb  -h  ibx+-  xx  — aa 
per  la  FC;  ponendo  in  luogo  di  x il  valore  ritrovato, 
farebbefi  avuta  la  ricercata 


FC~ 


■a  +- 


aa*-bbzzb  j/ 

z 


2 aa- 


bb  , come  prima. 

4 

178.  Un’  altro  artifizio  fi  può  tentare  per  fimili  pro- 
blemi , quando  ci  portano  a equazione  folida  , e che  però 
tali  non  fono  di  natura  fua  ; ed  è , ritenuta  la  fìeffa  linea_. 
per  incognita  , per  cui  fi  è ritrovata  la  prima  equazione  , 
per  mezzo  d’altre  proprietà  ritrovare  una  feconda  equa- 
zione, ed  eguagliare  luna  all’altra  ; dal  paragone  delle 
quali  nafeerà  una  terza  di  grado  inferiore  . Eccone  un’ 
efempio  nel  feguente  problema  „ 


PRO- 
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PROBLEMA 


I7p.  Inscrìvere  in  un  dato  circolo  un  [e  tt  angolo . 

Sia  ( Fig.  p4,  ) il  dato  circolo  ABFGCDE , il  di  cui 
centro  H,  raggio  HA  — r , ed  il  lato  del  rettangolo 
AB  — B F—FG  ec.  =#  . .JDivifa  per  metà  4 E in  J , farà 
AIvz  Fx  vz  ÌB,  e condotta  IC,  che  patterà  neceffariamen- 

C I — r +* 


te  per  lo  centro  H,  farà  H/ ~ y'  rr  — 


xx 


i/'fr—w,  CB~  y 2 rr-+-  2 r y/  rr — xx  , Si  tirino  CE 
' ■ 4 


ed  HD,  faranno  limili  i triangoli  CDK,  HAI , a cagio» 
se  dei  due  angoli  retti  CKD  ,HIA , e degl’ angoli  DCK$ 
AHI,  il  primo  de’  quali,  perchè  infide  all’arco  DE , farà 
doppio  dell’angolo  AC1,  che  infide  alla  metà,  di  DE,  e 
però  eguale  all’angolo  AHI  doppio  dello  fletto  ACI j 
e però  avremo  per  la  fimilitudine  di  etti  triangoli  s 


CK  = 


— x y/  rr- 


■xx~V  rrxx 
4 


■ #* , C E zzVqrr xx — x ‘ 


ZY 


ed  HKzz  y/ rr  — qrrxx  4-  xA~z rr  — xx  ; ma  fono  fimili 


àfrr 


i triangoli  CEN,  C HK,  offendo  retti  i due  angoli  K,  N,  ed 
eguali  i due  angoli  KCH,  CEN,  perchè  infittenti  a due 

feg- 
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fegmcnti  eguali,  dunque  farà  C7V  zz  2 rr  — xx  1/  4 rrxx — #4, 

zr 5 

« CB—2rr  — xxi/qrrxx — x 4 , e però  l’ equazione., 
r } 

zrr  n—  7*1/477* — xx~z rr  — xx t/ qrrxx — x+  . 

r1 

Quadrando  adunque,  farà  277*4-  7*1/477* — zz 
47* 4 — qrrxx  4-  .v 4 X 47ta?a? — a*  4 j e di  nuovo  quadrando , 


ed  ordinando,  avralfi  x'* — 1 6rrx'*+-  io^r*xto — 352t*6.v84- 
66or%xs — <?72t*io^  + 4-  ^6rllxx  — 63J*14  — o ; ma  quei!’ 
equazione  è divifibile  per  xx  — 3 ttzzo  . Fatta  pertanto 
la  divifione,  avremo  xzl — i^nx10*-  à^r+x* — i^jr6xi+. 
i8prsx+ — io57*ioxv4- 2I7*11  zzo  , la  quale  non  è divifi- 
bile per  alcun  divifore  di  due  dimenfioni , quindi  pare 
che  il  problema  fia  del  duodecimo  grado . Sciolgo  adun- 
que il  problema  in  altro  modo , ritenendo  la  medefima 
incognita  x~AB—BF  ec.  Poiché  nei  triangoli  HCD  , 
CD L l’angolo  CD H è comune,  e l’angolo  alla  cir- 
conferenza DCL,  che  infide  all’arco  DA , è eguale.» 
all’angolo  al  centro  DHC,  che  infide  all’arco  CD  metà 
di  DA,  faranno  fintili  elfi  triangoli , e però  avremo 
DL  — xx,  LH-r — xx.  Ma  l’angolo  DLC~D  CH~ 
r r 

EDH,  dunque  l’angolo  HLM,  che  è eguale  all’ango- 
lo 
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lo  ai  vertice  DEC,  farà  eguale  all’angolo  EDH,  onde 
faranno  parallele  le  due  rette  L M , DE,  e firaili  i trian- 
goli HLMS  HDE , e però  farà  L M—rrx — x 5 , ma-. 

rr 

CL  — CD  — x , (e/Tendo  il  triangolo  LDC  fintile  al  trian- 
golo ifofcele  HDC  ) e CE  — MA  , per  effere  eguali  gl* 
angoli  HLC,  HMA,  e però  fintili  , ed  eguali  i trian- 
goli HLC,  HM A ; dunque  CAzz2x+-  rrx — xì  , 

rr 

perchè  CA  zz  CB  , farà  l’equazione  3 rrx  — xi  zz 

rr 

4-  r)/  4 rr — xx , e quadrando  ,$r*xx — 6 rrx  4 +■  x ‘ — 

ir64-rs  i/qrr — xx  ; e di  nuovo  quadrando,  ed  ordinan- 
do l’equazione, 

x10 — 12 rrx*  +•  54 r*x6 — H2r6  x + +-  io $r*xx  — 

Ed  eccomi  giunta  ad  un’altra  equazione  , la  quale, 
perchè  di  grado  inferiore  alla  prima,  lì  dovrà  moltipli- 
care per  tanta  potedà  dell’incognita,  quanta  è necelfaria, 
acciò  divenga  dello  flelTo  grado  , e con  effa  fi  poffa_. 
paragonare  ; moltiplicandola  adunque  per  xx , farà 

x 12 — i2mvI04-  54r4A?8 — mr6x6+-  lo^r* x*—-$<)rx°xx— 
x11 — 13 rrxz°+-6jr+xs — i^jr6xs+-  i8pr8^4 — iofrI0xx+ ■ 2 ir 

e fottratta  la  prima  dalla  feconda,  farà 

a?10 — urrxs  -t-45r4A;4  — x* -t-jor* xx  — 2ir10  — o 


9 
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la  quale,  perchè  è del  decimo  grado , paragonata  colla=* 

feconda  equazione  di  fopra  ritrovata 

xl° — urrx%  4-  54 r*x6  — i izr6 x*+>  io^r%  xx- — ■^^rl0—O3 
e da  effa  fottratta  , farà 

x% — prrx6-h  28r+iv+ — 2)^r6xx+^  iqr8  — o , che  è ■ di» 
vifibile  per  xx  — 2 rr,  e fatta  la  divifione , avremo  final- 
- mente  l’ equazione  del  fello  grado 
x6  — 7 rrx*+- 14 r*xx — 7 r6  — o . 

Ho  tenuta  quella  11  rada,  per  far  vedere  l’ufo  del  me» 
rodo  ; per  altro  farei  giunta  più  preilo  alla  flelfe  equazio- 
ne, fe  avelli  paragonati  fra  loro  i due  valori  del  quadrato  di 
CA  ritrovati  nelle  due  diverfe  foluzioni  del  problema  , 
cioè  \6r6  xx — zor4#4  +-  Srrxs — x 3 della  prima, 

r6 

pr+ xx  — 6rrx+ +•  x6  della  feconda;  imperciocché  fatta-* 

Pe- 
requazione fra  quelli  due  valori,  e tolti  i termini,  che 
fi  elidono  ; farà  .v8  — jrrx6  +-  iqr4#4  — $r6xx~o  , e divi- 
dendo per  xx  , xs  — — ’jrYx1’  +-  i4r4.VA? — 'Jr6  — c , come  fo- 
pra » Si  poteva  anche  piu  brevemente  dividere  l’equazione 
da  prima  ritrovata  x12 — 13 rrxìo  +■  6$r*x* — i^jr6x6-H 
18 pr8#* — ■ io ^rI0xx  2 ir12— o per  x6- — 6rrx*  -h  pvAxx  — 

y6~o,  o la  feconda  a?10  — 1 2 rrx*  +-  54r4Afs  — 1 1 2r6#4-K 
io$r*xx — 35rIO  = o per  a?4 — yrrxx  +■  jr4  — o , e nell5 
uno,  e nell’altro  cafo  avrebbe!!  ritrovato  x6  — 7 rrx*  + 

1 4 r*xx  ■ — 7r5  ~ o . N o.n 
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Non  è però  del  fedo  grado  il  propoflo  problema,.  , 
febbene  tale  apparifce  , non  odante  la  ufata  indudria;  per 
vederlo,  ritenuta  la  deiTa  compofizione  di  figura,  fi  deno- 
mini 1:11— x , fara  AI—  1/ rr — xx  — IB  , CI—  r +-  x s 
CB  — iy  rr  4-  2 rx  -t~  xx  +-  rr  — xx  — V 2 rr  +•  2 rx . Indi  ripe- 
tendo lo  dello difcorfo  di fopra , fi  avrà  CK  — ix  1/  ~rr  — xx\ 

r 

HK  = V r’’  — qrrxx  +-  1 \x 4 — rr — 2xx\  CE  — 2 CK  — 

YY  Y 

4*1 /rr  — xx  ; CN  — 4 rrx  — 8x3  V rr  — xx  ; CB~ 


2 CN—  8 rrx  — 1 6x 3 1 / rr — -xx  . Ma  fi  è anco  trovato 

^i3 

CB  — ì/  2 rr  +-  2 rx  ; dunque  farà  l’ equazione 
1/  2 rr  -h  2rx—  Srrx — 1 6x3  V rr  — xx  . 


Cerco  altra  equazione  in  maniera  diverfa,  ma  rite- 
nendo la  della  Hl-x  per  incognita;  per  lo  defilo  difcor- 
fo di  fopra , farà  DL  — 4 rr  — qxx ',LH~r  — 4rr  +-  qxx  — 

r r 

qxx — qrr  ; LM—zv'rr  — xx  X 4xx — 3 rr  ; CA  — 


q\,/yy. — xx-^2Vrr  — xx  \_r\xx — 3 rr  , cioè  riducen- 

rr 

do. 


Nn  2 
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do  , C A — %xx  — 2 rr  V rr  — xx  2 CB  ; 0 però 

YY 

vz rr+-  zrxzzBxx — irr\y  rr — xx9  e finalmente  , egua- 

rr 

gliando  gl' omogenei  di  comparazione  dell" una,  e dell*' 
altra  equazione,  farà 

2rrx — 1 6x 3 V rr  — xx zi Sxx — irrISrr — xx  , la  quale 
r}  rr 

equazione  ridotta  viene  ad  e fiere  Bxì  +•  4 rxx  — 4 rrx  - — z3— 0 , 
del  terzo  grado» 

180.  Mefli  in  opra  i fopraferitti  metodi,  fe  le  equa- 
zioni non  pofiòno  abbafiarfi , e rimangono  di  grado  fupe- 
riore  al  fecondo,  in  due  maniere  fi  può  procedere  per  la 
Soluzione  de"  problemi,  che  riefcono  folidi,  o più  che  So- 
lidi»  Una  maniera,  che  è di  pochifiìmo  ufo  , riguarda  le 
fole  equazioni  del  terzo,  e quarto  grado  , e confifte  nef 
risolverle  , Sviluppando  i valori  analitici  dell’  incognita, 
che  ci  fi  presenteranno  però  folto  radici  cube , e chiamafi 
la  Regola  dì  Cardano.  La  feconda  generaiifiìma , e di  mol- 
tiflìmo  ufo  confifie  nel  ritrovare  i valori  geometrici  dell" 
incognita  col  mezzo  delle  interfezioni  di  certe  curve  oppor- 
tunamente introdotte  nell’equazione  , e così  cofiruire  i! 
problema  propoflo  . 

18 1.  E per  cominciare  dalla  risoluzione  analitica  , 
Suppongo,  che  le  equazioni  manchino  del  fecondo  termi- 
ne , tali  potendofi  Sempre  ridurre,  fe  non  lo  fono.  Tutte 

le 
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le  equazioni  del  terzo  grado  mancanti  del  fecondo  termi- 
ne fono  comprefe  fotto  quelle  quattro  canoniche  . 

I.  x*™-px — q~ o.  II.  x* +- px  o. 

III.  x 3 — px  q~Q . IV.  xì+*px+-q  — o. 

Si  faccia  x —y  4-  z , e però  px~py  +-  pz  , ed  x'  zzy*  +-• 
3 +-  +-  z5,  e lolìituiti  quelli  valori  rifpetto  alla  pri- 

ma equazione  , farà  ella  y*  +-  3 yyz  +*  3 zzy  -f-  zt^~py  — 
pz — q — O ; di  quella  fe  ne  formino  due  , cioè  3 yyz  +- 
3 zzy  — py+-pz,  ed  jy3 z3  = 7,  dalla  prima  1]  ricava,  divi- 
dendo perj/H-Zj  3 yz—p  7 cioè  p , che  fóffituito 


33 
, 6 


■qzl  — 


nella  feconda  darà  z’rr^,  o fia  z' 

27Z5  27 

e per  le  regole  delle  quadratiche  affette,  x.s-^-qzì  +-  iqq  ~ 

/ 


_f  , e z3=:i7 
17 


■n- 


p_ 

17 


e finalmente  z 


r/_l  q ■’rf/'l.qq — pì  . Nella  effrazione  della  radice  qua- 
* jy 

drata  ó prefo  il  folo  fegno  pofitivo,  perchè  il  negativo 
nulla  varia , e dà  in  fine  la  ftefla  quantità  del  pofitivo  per 
il  valore  della  ;v,come  fi  potrà  vedere  facendone  il  calco- 
lo ; il  che  s’intenda  fimilmente  riguardo  all’ altre  tre 
equazioni  canoniche.  Ma  yì  +-z3  zzq  , farà  adunque/^ 

q—  ±q—ì/~qq—f,  eperòy~i/^q—^.qq—p 

17  1 


17 

ma 


! 


2 8.6  I N S T I T U 7j  IONI 

ma  in  oltre  fi  è fatta  x zzy  z , farà  adunque  x =: 

— ? y giacché 

* 27  ' »7 

i’ alternativa  de’fegni  ommèfia  nulla  varia  a 

182 . La  feconda  equazione  a?* * * * 5  +-/w  — ^ ~ o , fatte  le  ftef. 
fe foflituzioni 3 hvky3  +-  3 yyz  +-  $zzy-i~  z3  +- py  +- pz  — q — o. 
Si  formino  le  due  equazioni  $yyz  +>  $zzy  — — py — pz_9 
ed  y*  +-  z3  ~ q ; dalla  prima  fi  ricava  37Z  — — p , cioè 
j/iz: — />-,  che  fofiituito  nella  feconda  dà  — pì  +-z*~q9 

iz  2jzi 

o fi  a z5 — qz3  — p’  1 e però  z*  — ~jr+-  j/  qq  + -j?  , e z — 
17  4 17 


iqq  +-  p 3 , ma  /+■  z3'~  # , adunque  ^ — 
^ 17 


1 yh—fS-M*-  > ed  - - 

a7  r 4 17 


27 


183.  La  terza  equazione  * 3 — px  4-  gr  = o , fatte  leJ 

foflituzioni  , farà  jy 3 +-  jyj/z  +-  3zzjy  +-z 3 — py  — -t-q  — o. 

Si  formino  le  due  equazioni  lyyz  +-  %zzy  — py  +-  pz  9 
edy-H  z3  =: — f ; dalla  prima  fi  ricaverà  ìyz—p  , cioè 
y—JL*  c^e  fo^ito  nella  feconda  dà  p*  +-z3  = 

5 3 27z* 
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o fi  a zs  +-  qz*  — — , e però  z1  — — — ^ +>  j/  qq  — p*  t 

27  4 2,7 

e z = jX # — pi  ; ma  / f s1  - — , adiin- 

4 27  ' 

que  y=  ~ q — — P * 3 e finalmente  % — 

27 

7?— \n—£ L + j/—  72 ^l-n— f • 

27  * 27 

184.  La  quarta  equazione  x 3 +-px  +-  q—o  } fatte  le 
foftituzioni , farà  j/ 3 +-  3jj/z  +-  3 szy  -t-z*  py  -b  pz-t-  q — o. 
Formo  le  due  equazioni  %yyz  + 3 zzy —■ — py  - — pz  , ed 
j/3+-z3  = — g ; dalla  prima  fi  avrà  3j/z=r — p,  cioè  jy  — 
— p , che  fofiituito  nella  feconda  dà  — p!-j-  z3— — qy 

1*  2JZ} 

0 fia  z 6 +-  qz  3 =c  3 , e però  z3  — — \q  4-  1/ +~p^  , 

27 f *7 

e z=  jX**" ~q,q*~  'qq-^-p1  » ma  jh  -n  z>  — g.,  adun» 

Z7 

que  y—y/ — \q — ^^qq^p1  e finalmente  x = 

27 

1^—  ìq—fcw+p^  i/—iq+-//~qq+°p±> 

185.  Le  fidTe  radici,  o forinole  fi  avranno  ponen- 


do 
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do  x-z±  f , cioè  +*  p,  fe  nell'equazione  è — px,  e 

ìz 

— p a fe  nell’equazione  è +-px  ; quindi  xi  — zi+ìpzi* 

1 

pp  £ pi  . Fatte  adunque  le  foftituzioni  nella  prima». 
3z  27z? 

equazione  canonica  a?3  — — q — o,  farà  ella  z*  +-  - 

27^3 

2 rèo,  cioè  z6  — q& -—Pii  e zi~\q  + r/^— , 

*7  *7 

e finalmente  z- l/\q*-f/'lqq  — pi;  adunque , poiché 

^ * *7 

fi  è pofio  x~z  +-  p , farà 
• ì^~ 


x : 


7 i7 


P 

3) v\ct+'//'' ~m—pi  • 

27 


Per  ridurre  quella  alla  flefla  efpreffione  ritrovata», 
nella  prima  maniera  , bafia  moltiplicare  il  numeratore  , 
e denominatore  del  fecondo  termine  dell’  omogeneo  di 


comparazione  per  y/  -q-^y'-jq—pl  , e farà  eflò 

27 


p cioè  \ V » c 

7 27  27 
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però  x-  y/ ~q+*  y' ~qq  —£‘  +•  fy\q~^  ~qq—p  s 

£7  27 

come  prima  . 

La  radice  per  la  feconda  equazione  xi  +•  px — q~o 
farebbe  x—  ^ \q+-  j / -qq+~  Pl 

27 


-M+-PI 

27 


e moltiplicando  il  numeratore  , e denominatore  del  fe- 
condo termine  dell’omogeneo  di  comparazione  per 


if—y'-  W + Pl  > farà 

■ *7 


*=(/ il*-  +•  ]/Ì9—  l/ì ?*+•£  , 

*7  27 

come  prima  . 

La  radice  per  la  terza  equazione  — px  4-  q ~ o 


farebbe  x—ìY — ~q+~  1/  ~qq — pu 
V ' 4 27 


3 y ■ — ' ]/  jw—p} 


17 


e moltiplicando  il  numeratore  , e denominatore  del  fe- 
condo termine  dell’  omogeneo  di  comparazione  per 


1^—2 2—l/;  érrt  > farà 

r 4 27 


* = £i  +-  ty—ìv—y'^n—Pi  , 

’ 27  7.-7 

Oo 


come  prima, 


27 

La 
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La  radice  per  la  quarta  equazione  ari  +•  px  +■  q — ® 

farebbe  # ;=  p/ — \<l+-  ]/  + P ~~  P 

■ xy  " " - 

5 ^+*  j/  ! qq+-p_ 

*7 

e moltiplicando  il  numeratore  , e denominatore  del  fe- 
condo termine  deli’  omogeneo  di  comparazione  per 


y—  )/~#  +*£1  » fara 

*7 


x = \/—  ~q-h  \/ ~qq ^ p±^  ] 

1 

H|H 

1 

)/  7^  PI  > 

f a7 

27 

come  prima. 


186.  E’  chiaro  a vederli  , che  i valori  ritrovati  dell* 
incognita  x colla  prima  foflituzione  x ~y  +•  z eiiggono 
1’efl^zione  di  due  diverfe  radici  cube,  la  dove  i fecondi 
avuti  con  la  foftituzione  x — z±.p  richieggono  l’eflrazio- 

ne  d'una  fola;  e che  il  valore  per  la  feconda  , e quarta-, 
equazione  canonica  ci  comparirà  fempre  fotto  forma  rea- 
le , perchè  la  quantità  fotto  il  vincolo  radicale  quadratico 
è tutta  pofitiva  ; ma  quello  della  prima,  e terza  farà  fotto 

forma  reale , fe  fia  d qq  maggiore  di  pi  , e fotto  forma-. 

4 ■ — 

%7 

immaginaria , quando  fia  ~ qq  minore  di  pi  , ( e quello 

17 

chiamali  il  cafo  irreducibile  ) ma  ciò  nulla  oliarne  non  è 

però, 
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però,  ch’egli  non  fia  reale;  anzi  tutti  e tre  i valori  della 
prima,  e terza  equazione,  quando  fia  ~qq  minore  di  pi  , 

fono  reali  ; ficcome  e {Tendo  ~qq  maggiore  di  pi  nella-. 

Z7 

prima  , e terza  equazione,  e generalmente  nella  feconda, 
e quarta,  le  fole  radici  o valori  cosi  ritrovati  fono  reali , 
gli  altri  due  fono  immaginar; . 

E quanto  alla  feconda,  e quarta  equazione  , ciò  è già 
flato  dimoflrato  al  num.  152.  avendo  effe  il  terzo  termine 
pofitivo.  Rifpetto  poi  alfa  prima  , e terza  , cioè  quando 
il  tèrzo  termine  è negativo , abbia  ciascuna  di  effe  le  tre_» 
radici  reali,  che  fieno  a,  — b3  — c,  opure  — a,  4 4,  + c, 
e poiché  manca  il  fecondo  termine , come  fi  fuppone_.  , 
farà  a—b-hc3  e l’equazione  per  tanto , che  nafce  da  tali 

radici  , farà  di  quella  forma  xl  — bbxti  bcXh-i-  c 

— bcx  —oT 

— ccx 

— ■■■  1 2 

Effendo  b,  c quantità  reali,  farà  b — c quantità  pofi- 

tiva,  e perciò,  fe  fi  ponga  bb  — zbc+-cc—D,  farà  anco  bk  4- 

1 

bc+-  CC—D+-  $bc9e  bb-t-bc  +-  cc—D^DDbc-i-  Dbbcc+-  frc*', 

*7  17  3 

ma  farà  in  oltre  bb  +■  ^b.c  4-  cc , cioè  b +*  q—  jD+-  4^,  e però 
2, 

Ifbcc Xb+-  c~Dbbcc  4-  bici  ; e Di  4-  DDbc+-  Dbbcc+-  bici 

4~  *7  3 

Oo  2 


4 


% 

e 
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è maggiore  di  Dbbcc  + bì&\  adunque  farà  anche  mag- 

4 

i — 1 

giore  di  bbcc  X b +■  c , e però  bb  +-bc+-  cc  maggiore  di 

4 *7 

Z 

bbccX  b +-c  , cioè  il  cubo  prefo  pofitivo  della- terza  parte 

del  coefficiente  del  terzo  termine  maggiore  del  quadrato 
della  metà  dell’  ultimo.,  cioè  /u  maggiore  di  '~qq- 

■ ■ 4 

: *7 

Adunque  fe  effendo  le  radici  tutte  reali  , il  terzo  ter- 
mine è Tempre  negativo  , ed  in  oltre  pl  è maggiore  di 


27 

qq  ; quando  altrimenti  fi  trovi  vi  faranno  due  radici  im- 


: 

niaginarie , il  'che  ec. 


Ritrovato  nella  fuddetta  maniera  uri  valore  per  ciaf- 
cuna  equazione,  fi  avranno  gli  altri  due  col  dividere  per 
quello  valore  l’ equazione  propolla  , poiché  il  quoziente 
farà  un’  equazione  del  fecondo  grado , che  fi  potrà  Tem- 
pre rifolvere  . 


187.  Potrebbefi  però  anche,  fe  più  torna  comodo, 
rifparmiare  il  tedio  della  divifione  riflettendo,  che  ficco- 


me 


tre  fono  de- radici  cube.-  dell’ Ùìiità1',  cioè  i, 


y v. 


■t  ~Y  — 3 , cosi  intendendoli  qualunque 
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quantità,  per  efempìo  ^ ~qq-*~pi  , moltiplicata 

*7 

nell’unità,  le  tre  di  lei  radici  cube  faranno 


V ~0S,+*£L 

*-7 


* *7 


— — 3 1/  r ^1/ ;.quincli  le  tr^> 

' 17 

radici  cube  della  prima  equazione  xì — px  — q — o faran- 
no, ordinandole  però  debitamente,  le  feguenti 


* = —P_  q—\/  \n  —P  > 

17 


^7 


X 


n-k-— ;[/  j/ T'/f-t-j’3  — 1—^—3)/^— |/  ì^— £! , 
2 27  a 2,7 


^—3 1/i?4- j/ ~qq—p_—n-u'—$  y \q—i /\qq—p 

a 27  a ^ ’ 

ed  in  fatti  facendo  il  prodotto  delle  radici  tra  loro , e ponen- 


i » 
17 


i/i?*- 1/  ■1-qq—pl=m,  1 

17  f 

a 7 


il  prodotto  dell’ultima  at  +- 1 +- 1/  — — v — 3 X « 


nella  feconda  # +-  1 — V — 3 X ® 1 +-  V — 3 X«  fa- 
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rà  xx  +-  m x 4-  nx  +•  mm  — mn  +-nn,  che  moltiplicato  nella 
prima  x — m — n darà  x} — 3 mnx  — m1 — nì  , e redi- 
mendo i valori  di  w,e  dira,  farà  finalmente  x %—px — q~  o, 
equazione  propoda . Nè  differentemente  fi  proceda  per 
l’altre  equazioni  . 

188.  Ritrovate  le  accennate  formole  generali,  per 
applicarle  all'ufo  particolare  di  equazioni  date, baderà  pa- 
ragonare la  propoda  equazione  con  la  corrifpondente_» 
delle  quattro  canoniche  , per  avere  indi  il  valore  della 
q , e della  p , i quali  fodituiti  nella  forinola  ci  daranno 
le  ricercate  radici . 

Sia  l’equazione  x*  iaax — gat  ~ o;  la  corrifpon- 
dente  delle  quattro  canoniche  farà  la  fecondai 3 +-px — q—o9 
adunque  farà  p — iaa  , q—9a3 , onde  facendo  la  foditu- 
zione  di  quedi  valori  in  luogo  di  p , e di  q nella  efpreffio- 
ne  generale  della  radice  di  effa  feconda  equazione  , 
cioè  in 

jW’-ll  +■  ~qq-hp_  , 

%7  27 

farà  x ~ j/ gài  + j/ Sia6  +■  8a°  4-  j/ gai — p/Sia6  +■  Sa6  , 

a 4 a 4 27 

o fia  x-  y 9&  4-1/  in ga6  4-  p/ gai — 1/221  ga6  9 

a 108  2.  108 


e Tal- 


ANALITICHE, 
e 1*  altre  due  faranno 

2-95 

x — — 1 +- — 3 

z 

l/pa^+-  1/  zzi pa6  — 1 — V — ? 

z 108  Z 

{/ 9 

2. 

y zzi ya6 

108 

x=°-i—i/—3} 

y 9 ai  +- 1/ zzi ?a6  — n-i/ — 3 | 

y^—ì 

y 2210 a6  . 

r 

Z 

z r 108  1 

z 

iq8 

jl  prodotto  delle  quali  relìituifce  la  propella  equazione. 

• 189.  Ma  anche  fenza  rapportare  le  particolari  equa- 
zioni alle  formole  generali , 11  pollono  elle  indipenden- 
temente rifolvere,  facendo  ufo  della  data  regola . Cosi  per 
l’equazione  x1  +»  zaax  — ya'-ao  , fatta  x~y-t-  z , farà 
zaax—  zaay  -t-  zaaz , ed  x 3 —y 3 -t-  3 zyy  +■  3 zzy  +■  z 5 , e for- 
tuiti quelli  valori  nella  propolla  equazione  , farà  mutata  in 
quefl’altrajy 3 +-  32 yy+-  322 y +-  z 3 +•  2 aay  +-  zaaz — <?a 3 =:  o,  di 
quella  fe  neformino  due, cioè 3 zyy  +-  3 zzy  zaay— zaaz, 
ed  yl  +-  z3=p£3  ; dalla  prima,  dividendo  per  y- t-2  , ca- 
veraffi  '$zy~—' -zaa,  cioè  y — — 2 aa9  che  follituito  nella.» 

la” 

feconda  dà  ■ — 8 a6  -i-  z^—pa3  3 olia  z6‘ — 9aìz,'~8a6 , e 
27Z3  ' z7 

però  z5  +-  r / 8 1 ^ 6 +-  8a^  , e z —y^ 9 ^ +*  1/81# 6 -h  8 'as  ; 

z 4 27  z 4 z7 

ma  p-hz3^^’,  adunque  y^zoga* — 8ia6 +- 8as , 

z 4 27 
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adunque  x — r/p03  +-  1/ 8 1 a 6 +-  8.2 6 4-  pad  — |/8i«6+  8a*f 

' ~z~  ' 4 2 7 f a 4.  a; 

la  fteffa  come  fopra . 

Sia  l’equazione  £3 +>  3 0zz — 5002  4-  203r=o  . Si  levi 
il  fecondo  termine  , facendo  z — a?  — a , e viene_* 

#3  — 80#*  +-  5>03  = o . Riferita  quella  alla  terza  canonica-, , 
avremo  p~Saa , qzzpa*,  quindi  foftituiti  quelli  valori 
nella  formola  generale  per  la  radice,  farà 


e perchè  fi  è fatta  z — x ■ — 0 , lottraendo  la  quantità  a 
da  ciafcuna  delle  tre  ritrovate  radici,  fi  avranno  le  ra- 
dici della  propofh  equazione  z3  4-3 azz- — 5002  4-2 a1  — o . 

Sia  l’equazione  a?3 — pactx  4-  20*  — o.  La  corrifpon- 
dente  delle  quattro  canoniche  farà  la  terza  x%  — px  4-  q~o; 
adunque  farà  p ~ $>aa , q — za*,  onde  facendo  la  foditu- 
zìone  di  quelli  valori  in  luogo  di  p,  e di  q nell’efpref- 

fione 


x: 
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fìone  generale  della  radice  di  elTa  terza  equazione,  farà 

yf — a 3 +-  j/— -702 a6  +■  y/ — a 3 — |/__7o2<z5  y efpref- 
a7  17  ' 

fìone  immaginaria  , quantunque  tutte  tre  le  radici  fieno 
reali,  come  appunto  porta  il  cafo  irriducibile  . 

ipo.  Nelle  equazioni  del  quarto  grado  fi  procederà 
in  quella  maniera . Sia  1*  equazione  canonica  x*  * +•  pxx  + 
qx — r=:o  , in  cui  manca  il  fecondo  termine,  e fenoli 
mancalle,  da  ella  s’avrebbe  a togliere;  fi  trasformi  que- 
lla in  una  cubica  nella  maniera  fpiegata  al  num,  16 j. 
per  mezzo  delle  due  foratole  fulfidiarie  xx  -byx  +.  z~o  , 
xx — yx  4-  u — o , e farà  la  trasformata 

/+>  2py*-t-ppyy — qq~ o , e le  due  fulfidiarie  , pofii  iii_ 
4-  4 ryy 

luogo  di  «,  e di  z i valori  ritrovati  dal  paragone  de’ 
termini,  faranno  xx  +-yx +- ~p  +-  ~-yy — q—o, 

xy 

xx — yx  +*  pp  +.  ~yy  +.  q — o,  e perchè 

xy 

fi  fuppone,  che  quella  non  abbia  divifore  alcuno  di  due 
dimenfioni , da  ella  fi  tolga  il  fecondo  termine  colla.. 

follituzione  yy-t — pp,  ed  averemo  la  nuova  equazione 


£7 


-j»  4 rt  — 8 pr 
3 

— qq 


:o. 


Pp 


Si 
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Si  paragoni  quella  alla  prima  , o feconda  delle  quat- 
tro canoniche  del  num.  i8i.,  fecondo  che  4^  è minore , 

o maggiore  di  ~pp  , per  averne  la  radice  cuba,  che  per 

brevità  chiamifi  h ; onde  fia  t~bs  e perchè  fi  è fatto 

yy—t — farà  yy~h — ~ p,  e perdoni//; — jp , che 

fi  ponga  per  brevità  — g . Nelle  due  formole  fuffidiarie  fi 
ponga  g in  luogo  dijy,  e gg  in  luogo  di  yy9  c faranno 

XX  +•  gX  +■  gg  +-  q — 0 9 XX gx  -Hgg  -t—  P 4-£=0, 

a a zg  z z z g 

le  radici  delle  quali  fono  x — — g ±:  1/  q — p — gg,  della 


a zg  z 4 


prima  , ed  .v  : 

-g±= 

y' — q — p — gg  , della  feconda-.; 

a 

zg  z 4 

e ponendo  il  valore  di  g—\^h — ~pt  faranno  finalmente 

z 

1/ — — d.0 1 h 

x — — '-y  h — 

Z 

V ivh-zp  >p  4 >■ 

_ 1 . y 1 

z 

,/  - If,  - h 

X — - ISk 

Z 

04 1 

li 

V 21 sb  —ì-p  3 4 

3 s 

le  quattro  radici  della  propofla  equazione 

tf4-  * 

+•  pxx 

4- qx  — r~o  . 

Sia  l’equazione  x 4 * — 86aaxx  +-  6ooa*x — S^ia4  — o. 
Riferita  quella  all’antecedente  canonica,  farà  piu — 8 6aa, 


q~ 
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q—Sooa* } , e però  la  trasformata  cubica  farà 

y6 — ijiaay*-*-  io8ooa *yy — ■ ^6ooooa6  — o ; ma  poiché 
quella  è divifibile  per  yy  — 100 aa3  fenza  rifolverla  con  le 
regole  delle  equazioni  cubiche  , già  fe  ne  à la  radice., , 
cioè  yyzziooaa , edyzzioa.  Sollituiti  quelli  valori  in-, 
luogo  di  y , e di  yy,  come  pure  i valori  di  p , e di  q 
nelle  due  fullìdiarie,  faranno  effe  xx  •+-  io ax — 23^  = 0 # 

xx — io  ax  *~‘$Jaa  — o,  e le  loro  radici  x~ — ^a±\^^8aa7 

x — 5a±\s — izaa  , che  fono  pure  le  quattro  radici 
della  proporla.  Si  à pollo  quello  efempio  per  far  vede- 
re unicamente  l’ufo  del  metodo,  mentre  la  data  equazio- 
ne fi  può  ridurre  a due  di  due  dimeniioni  , colle  maniere 
di  fopra  a fuo  luogo  Spiegate  . 

ipi.  Nelle  fole  quehioni  aritmetiche  può  avere  ufo 
quello  metodo  di  rifolvere  le  equazioni , e non  nelle  geo- 
metriche , poiché  avendoli  in  quello  modo  il  valore-» 
dell’incognita  efprelfo  da  radice  cuba  , ( che  fi  fuppone 
non  poterfi  attualmente  cavare , poiché  in  quello  calo 
l’equazione  avrebbe  un  divifore,  e non  farebbe  del  grado, 
che  mottra  ) il  ritrovare  elfa  radice  cuba  geometrica- 
mente non  può  farfi  altrimenti , che  con  l’interfecazione 
delle  curve,  che  è la  feconda  maniera,  e la  generale  da_» 
me  di  fopra  indicata  al  num.  1S0. 

Confitte  quello  metodo  nell’ introdurre  una  nuova,, 
incognita  nell’equazione,  per  indi  avere  due  equazioni  , 

* P p 2 ciafcu- 
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ciafcuna  delle  quali  contenga  ambe  le  incognite  , e tutte 
due  affieme  le  cognite  tutte  dell’equazione  propolla  ; que- 
lle due  equazioni  fono  due  luoghi  geometrici  da  cofiruir- 
fi  , le  interfezioni  de*  quali  ci  determinano  i valori  geo- 
metrici, o fia  le  radici  dell’equazione  propolla  ; e la  ra- 
gione è chiara  , poiché  ficcome  dalla  combinazione  di 
due  luoghi, o fia  di  due  equazioni  indeterminate  , ponen- 
do in  una  di  quelle  in  luogo  di  una  delle  due  incognite  il 
valore  dato  per  l’altra  equazione  , nafce  un’equazione  de- 
terminata, cosi  la  determinata  può  rifolverfi  in  due  inde- 
terminate . 

Sieno  adunque  le  due  equazioni  ax  — zz9  xx — $zz+° 
2 az  +•  $aa  — o ; fe  dalla  prima,  per  efempio  , fi  cavi  il  va- 
lore di  x , che  è zz  , e fi  fofiituifca  nella  feconda,  nafcerà 

a 

l’equazione  determinata  del  quarto  grado  z4 — ^aazz  +> 
za*z  +-  3<2  + = o.  Adunque  fe  prefo  il  luogo  alla  parabola^ 
ax~zz , faraflì  la  foilituzione  del  valore  di  zz  nell’equa- 
zione z4  ec.,  nafcerà  il  fecondo  luogo  xx  — 5zz+-  2^z  +- 
, Per  collruire  quello  fecondo  luogo,  ai  centro  At 
coll’affe  trafverfo  CB- Sj , e col  parametro  ~8a  fi  defcri- 

5 

vano  ( Fig.  9$.  ) le  due  oppolle  iperbole  BN,  CP9  Ie_. 
quali , prefe  le  afflile  z dal  punto  D lontano  dal  centro  A 
la  quantità  a verfo  il  vertice  C,  faranno  il  luogo  dell’  e~ 
5 


quazione  xx  — $zz  +-  2az  -h  ^aa  — o . 
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Per  combinare  rettamente  quello  col  primo  luogo 
ax—zz,  è neceffario,  che  l’origine,  e l’ afte  dell’incognita 
x fia  comune  ad  ambi  i luoghi  j e però  al  vertice  D,  col 
parametro  zza,  full’ afte  DO,  parallelo  all’ afte  conjugato 
delle  oppofte  iperbole,  fi  deferiva  la  parabola  della  prima 
equazione  «nzj.,  incontrerà  efta  le  due  iperbole  nei 
quattro  punti  M,  N,  R , P , dai  quali  condotte  all’ afte  DO 
le  perpendicolari  MI,  NO , RF,  PS,  faranno  effe  i quat- 
tro valori  di  z , cioè  le  quattro  radici  dell’  equazione* 
£.+  * — yaazz  +-  za 3 z -h-  ^a^zzo  ; pofitive  le  due  IM,  0 N, 
e negative  le  altre  VR,  SP ; imperciocché,  fe  la  z dell’ 
equazione  determinata  ( vale  a dire  ciafcuna  delie  radici 
di  effa  ) deve  edere  comune  ad  ambedue  i luoghi  , noie, 
può  efferlo,  fe  non  ne1  punti  M,  N,  R,  P,  ne’  quali  fi  ta- 
gliano quelli  due  luoghi  - adunque  le  rette  MI,  NO, 
RF,  SP,  esprimenti  le  z,  fono  le  quattro  radici  dell» 
equazione  determinata  propoda 

z4  * — 5 aazz  4 - za5 z +-  3^+~o . 

2p2.  E*  manifetlo , che  quanto  più  fi  accodano  i pun- 
ti M,  N , tanto  minore  è la  differenza  delle  ordinate 
IM,  ON  per  modo,  che  quando  un  punto  cade  nell’al- 
tro, (nel  qual  cafo  le  curve  d toccano,  e non  fi  tagliano) 
le  due  ordinate  fono  eguali , cioè  due  eguali  radici  avrà 
l’equazione  ; che  fe  poi  fi  tagliano  le  curve  nel  vertice, 
in  cui  è nulla  l’ordinata,  avrà  l’equazione  una  radice 
eguale  al  zero  ; e fe  finalmente  nè  fi  tagliano,  nè  fi  toc- 


cano 
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cano  in  alcun  punto  le  due  curve , le  radici  della  propolla 

equazione  fono  immaginarie  . 

193.  Nell’ introdurre  la  nuova  incognita  fa  d’uopo 
però  l’avvertire  di  farlo  in  modo  , che  i due  luoghi  fieno 
i più  femplici  relativamente  al  grado  della  propolla  equa- 
zione; cioè  a dire,  che  fe  l’equazione  è del  terzo  o quarto 
grado , i due  luoghi  fieno  del  fecondo , vale  a dire  fezioni 
coniche,  e farà  opportuno,  a parere  di  alcuni,  che  uno 
fia  fempre  al  circolo,  come  curva  più  femplice  ; ma  lì 
rifletta,  che  determinando  un  luogo  al  circolo  , l’equa- 
zione all’altro  luogo  può  riufeire  in  moltiffimi  cafi  affai 
imbarazzata,  e però  in  tali  cafi  preferirei  al  circolo  quell' 
altro  qualunque  luogo , che  mi  dalfc  maggiore  femplicità. 
Se  l’ equazione  è del  quinto  o del  fedo , i due  luoghi  fieno 
uno  del  fecondo  e l’altro  del  terzo  ; fe  è del  fettimo,  o 
ottavo,  fiano  uno  del  fecondo,  ed  uno  del  quarto,  o due., 
del  terzo,  riducendo  però  prima  quelle  dell’  ottavo  al  no- 
no , e cosi  di  mano  in  mano  proporzionalmente  . 

Prefa  adunque  l’equazione  del  quarto  grado 
x «■  4-  2 bx 3 -h  acxx  — aadx  — a*f  — o . 

Si  faccia  la  equazione 

I.  xx  + bx  — ay , e quadrando  farà  + 2 bx3  +*  bhxx  — aayys  • 
e però  à*  + +-2 bx^  — aayy — bbxx.  Nella  propofia  fi  fofii- 
tuifea  quello  valore  in  luogo  di  x*  +-  zbx  ■ , e nafeerà 
quell’ altra  equazione 

IL  yy — bbxx  +-  cxx — dx  — af  — o,  e mettendo  nel  fe- 

aa  a 

condo 
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condo  termine  di  quella , lafciando  intatto  il  terzo  , il 
valore  di  xx  dato  dalla  prima  equazione,  cioè  ay  — bx , 
nafeerà  la 

III.  yy  — bby  +»  b ì x +*  cxx  — dx  a f — 0 , e foftituendo 

a aa  a 

il  valore  di  xx  nel  terzo  termine  della  {Iella  feconda-, 
equazione,  lafciando  intatto  il  fecondo,  nafeerà  la 
XV.  yy—^bbxx+-cy—bcx  — dx  — af~ze>,  e pollo  in  quella 

m a 

il  valore  di  xx , nafeerà  la 

V.  yy-’r-cy  — bby-^-bcx b1  x^—dx^af —o  , da  cui  fi- 

fi  a aa 

miniente  fe  fi  fottragga  la  prima  ridotta  al  zero,  cioè 
xx+>bx- — ay  — o,  ed  indi  ad  efia  fi  aggiunga,  nafeerà 
nel  primo  cafo  la 

VI.  yy  +■  cy  — bby  4-  ay  — xx  ~—bx — bcx  b 3 x — > dx  — 1 

<?  a sa 

af— o,  e nel  fecondo  la 

VII.  yy  -*~cy — bby  — ay  +-  xx  ■*~bx—~bcx x — dx  — 

fi  a aa 

'af=Q, 

194.  Egli  è chiaro  , che  la  prima  equazione  è un 
luogo  alla  Parabola  apolloniana;  per  riconofcere  l' altre  fa 
d’uopo  fervirfi  delle  riduzioni  {piegate  ai  numeri  127.,  e 
128.  Con  le  quali  troverai,  che  la  feconda  farà  luogo 
alla  Parabola  quando  fia  ac~hb  ; all'  Elliffi  quando  fia  ac 
maggiore  di  bb;  ed  ali’ Iperbola  finalmente  quando  fia  ac 


mi- 
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minore  di  bb . Che  la  terza  farà  all’ellilfi,  che  pa fifa  ad 
edere  un  circolo  quando  fia  c—a,  e retto  l’angolo  delle 
coordinate  . Che  la  quarta  farà  all’iperbola,  la  quale  in 
oltre  farà  equilatera,  fe  fra  b — a.  Che  la  quinta  farà  alhu* 
parabola  . Che  la  feda  farà  all’iperbola  equilatera  . Che_, 
la  fettima  farà  al  circolo,  quando  fra  retto  l’angolo  delle 
coordinate  . 

Quindi  fi  potrà  fcegliere  per  la  cofiruZ<one  del  pro- 
blema la  combinazione  di  que’  due  luoghi , che  più  ci 
torneranno  a propofito . 

155.  Se.  il  fecondo  termine  della  propofia  equazione 
fplTe  fiato  negativo,  averebbefi  fatto  xx — bx—ay,  e le_* 
equazioni  nafcenti  farebbero  le  fielTe  di  prima,  mutando 
folo  il  fegno  a que’  termini , ne’  quali  la  b è di  potefià 
difpari  ; e fe  la  propofia  equazione  fofie  fiata  mancante  del 
fecondo  termine,  averebbefi  prefo  xx  — ay , e però,  can- 
cellando i termini  doye  11  trova  la  b nell’  altre  equazioni  , 
faranno  effe  quelle,  che  a quello  cafo  competono. 

1 96.  Efiendovi  nelle  equazioni  proporle  il  fecon- 
do termine  bxì  3 fi  prende  il  luogo  alla  p^abolà-. 
xxizbx  — ay  piultofio,  che  xx~ay,  perchè  cosi  gli  altri 
luoghi,  che  nafcono , non  anno  il  rettangolo  xy,  e però 
fono  più  facili  da  cofiruirfi  . 


ESE'vf- 
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Sia  l’equazióne  del  terzo  grado  x * — a'ax  4-  la 5 = o . 
Si  moltiplichi  per  xzz  o,  per  ridurla  del  quarto , onde  fia 
— aaxx  4-  za i x zz  o ; e debbaiì  cofiruire  per  mezzo 
d’una  parabola,  e d’un  circolo. 

Giacché  manca  il  fecondo  termine,  fi  faccia  xxzz  ay , 
luogo  alla  parabola  ; adunque  foftituendo  in  luogo  di  x*  , 
e di  x x i valori  aayy  , ed  ay , farà yy  — ay  4-  lax  zzo  , su. 
cui  aggiunta  la  prima  equazione  xx  — ay  zz  o , fi  avrà  final- 
mente l’equazione  yy  — 2ay+~  zax  xx  zzo  , luogo  al 
circolo  . 

Col  diametro  BD  zzv  zaa  fi  deferiva  il  circolo 
AD  ME,  ( Fig.  96.  ) e fi  faccia  BCzza , farà  anche  l'or- 
dinata C A—CBzza . Dal  punto  A condotta  la  indefinita^. 
AP  parallela  ad  ED  , e prefe  fopra  di  effa  le  affiffe_* 
APzzy , e chiamate  le  ordinate  PMzzx , farà  quello  il 
luogo  dell*  equazione  yy  — 2 ay  +-  2 ax  4-  xxzz  o . Sull’  affe_. 
AP,  in  cui  fi  fono  prefe  le  y , col  vertice  A fi  deferi- 
va la  parabola  appolloniana  MA  M dell’equazione  xx  — ay , 
taglierà  effa  il  circolo  ne’  due  punti  A , M , dai  quali 
condotte  le  ordinate  , faranno  effe  le  radici  reali  dell’ 
equazione  x 4* — aaxx  -1-  za 3 x zz  o , e due  immaginarie. 

Ma  la  ordinata  nel  punto  A è nulla  , adunque  una_. 
radice  farà  zzo  , come  appunto  deve  effere  , effendo 

Qq  effa 
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elTa  fiata  introdotta  con  moltiplicare  la  equazione  propo- 
fla  per  x — o,  adunque  farà  P M la  radice  reale , e ne- 
gativa dell’equazione  xì — aax  +•  za 3 = o , e le  altre  due 
immaginarie  . Se  avelli  moltiplicata  la  propolla  equazio- 
ne non  per  x~o9  ma  per  x eguale  ad  una  qualunque 
quantità,  in  due  punti  fuori  del  vertice  il  circolo  taglie «* 
rebbe  la  parabola,  uno  de’  quali  mi  darebbe  la  radice 
introdotta,  l’altro  quella  della  equazione  propella,. 

Ora  per  dimoflrare  , che  P M è una  radice  dell’ 
equazione  a?4 — aaxx-h  za1  x~ o , fi  confederi,  ebe  per 

— z 

la  natura  del  circolo  è EO  XO  D—OM,  ma  O Mzz — x — a, 

EO—y  4-  2aa  — a,  ed  OD~a — y ^ V zaa  , dunque 
xx  +-  2 ax  -+-  aa~aa  +-  2 ay — yy  ; ma  per  l’equazione  della 
parabola  AM,  è xx~ay,  e però  x*—yy,  .adunque  folli- 

aa 

tolti  i valori  di  y,  e di  yy,  e ridotta  1J equazione  al  ze- 
ro , farà  x 4 — sia  xx  +-  za 3 x — o , che  è appunto  quella^ 
del  quarto  grado , di  cui  fi  volevano  le  radici , il  che  ec. 

197.  Se  fi  voleffe  codruire  l’equazione  a?4 — aaxx 
la' xzzo  per  mezzo  di  due  parabole,  converrebbe  fervirfi 
dell’equazione  ritrovata  di  fopra  yy  — ay+>  zax ~ o , ed  il 
luogo  di  quefla  colla  parabola  dell’equazione  xx  — ay  de- 
terminerebbero le  radici  , che  fi  cercano  . 

Si  deferiva  adunque  ( Fìg.  97.  ) coi  parametro  re  2 a 

la  parabola  MCA  , in  cui  fatta  CD~~a  , .ed  abbaca- 
ta 
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t&DA^la  , che  incentrerà  la  parabola  ìlei  puntò  A,  e 
condotta  per  lo  punto  A l’indefinita  AP  parallela  all’ 
alfe  CD  , prefe  le  .affifie  x dal  punto  A pofitive  verfo 
Bj  e negative  verfo  P , e le  ordinate  PM—y,  farà  effa 
il  luogo  dell’equazione  yy  — ay +-  lax  — o , quindi  col 
vertice  A+  all’ affé.  AQ  fi  deferiva  l’altra  parabola  MAS 
dell’equazione  xx—ay  ; taglierà  quella  la  prima  nei  pun- 
ti A , éd  M , ed  abbaffata  la  perpendicolare  MP , darà 
efia  la  radice  AP  negativa  dell’equazione  própofta  , e 
perchè  nel  punto  A la  perpendicolare  è nulla  , è pure 
nulla  l’altra  radice  , come  deve  eflerlo  , effendo  fiata-, 
moltiplicata  l’equazione  propofia  per  x~o. 

Imperciocché  effendo  nella  parabola  MCA 

la  CN~ — x+-a  , ed  NM—y — a , farà  per  la  proprietà 
~8~  ~ 

di  efia  parabola  , aa  — 2 ax~yy — ay  +-  aa , e fofiituiti  i 
4 ' 4 

valori  di  y , e di  yy}  dati  per  la  prima  equazione  alla-, 
parabola  MAS  , cioè  xx  ~ ay  , ed  ordinata  l’equazione, 
avremo  finalmente  a?4 — aaxx  +-  la 3 x — o , che  è l’equa- 
zione del  quarto  grado,  di  cui  fi  volevano  le  ràdici. 

ip8.  Che  fe  avelli  voluto,  fervirmi  della  parabola  , 
e dell’ iperbola  equilatera  , ballava  fottrarre  dalla  detta 
equazione  yy  - — ay  +-  2 ax  — o la  prima  equazione^» 
xx  — ay  — o , e farebbe  nata  l’equazione  yy  +-  2 ax  — ■ 
xx  — o , che  è un  luogo  all’ iperbola  equilatera,  la  quale 

Qq  2 


co- 
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coflruita  mi  avrebbe  date  , per  mezzo  della  interfecazio- 
ne  colla  parabola  dell’  equazione  xx  3 ay  , le  radici 
cercate  . 

ipp.  E fe  finalmente  avelli  voluto  fciogliere  il  pro- 
blema per  mezzo  dei  circolo,  e deli’ iperbola,  avrei  co- 
flruita la  terza  equazione  yy — zay  +.  zax  +■  xx  — o , luo- 
go al  circolo,  e la  quarta  equazione  yy  +-  zax  — xx  — o9 
luogo  all’ iperbola , come  fi  è veduto;  l’interfecazione  dei 
quali  luoghi  mi  avrebbe  date  le  radici  cercate . 

200.  Ma  fenza  moltiplicare  per  # l’equazione  pro- 
pofia  xì  — aax  +-  za 3 ~ o , fi  avrebbe  potuto  collruirla_. 
nella  feguente  maniera  , quando  però  non  prema  d’in- 
trodurre piuttoflo  un  luogo  , che  un5  altro  . Si  faccia^ 
adunque  xx  — ay , ed  in  luogo  di  xx  fi  ponga  nell’e- 
quazione il  fuo  valore  ay  , nafcerà  l’equazione  xy—~ 
ax+-  zaa  — o , luogo  all’ iperbola  fra  gl’ afintoti  . 

Si  taglino  adunque  ad  angoli  retti  le  due  indefinite 
SR,  QT , ( Fìg.  9 8.)  e fieno  effe  gli  afintoti  delle  due 
iperbole  MM,  mm  del  rettangolo  collante  — zaa,  pren- 
dendo le  afflile  dal  punto  A lontano  dal  punto  B la^, 
quantità  a . Al  vertice  A , all’ affé  AR  , col  parametro 
— a fi  deferiva  la  parabola  della  prima  equazione.* 
xx  — ay  , taglierà  effa  l’ iperbola  MM  nel  punto  M;  ed 
abballata  l’ordinata  P M , farà  ella  la  radice  reale  , e 
negativa  dell’  equazione  propella  , 


In 
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In  fatti , per  la  proprietà  dell’  iperbola  MM  , farà 
BPXP M— — zaa  , cioè  xy — ax  — — zaa,  ma  per  la 
proprietà  della  parabola  AM}  fi  à yzzxx,  adunque  folli- 

a 

tuito  in  vece  di  y il  fuo  valore  , ed  ordinata  l’equazio- 
ne , farà  x 3 — aax  +-  za 3 = o , che  è la  propolhu.  , 
il  che  ec. 

Generalmente  tutte  le  equazioni  del  terzo  grado  fi 
poffono  Tempre  in  quello  modo  coffruire  femplicemen- 
re  , lenza  ridurle  al  quarto  , con  una  Parabola  ? e con 
una  Iperbola  fra  gl’ Afintoti  . 

ESEMPIO  IL 

Sia  l’equazione  del  quarto  grado  z4 — $aazz~ '+-  zaì  z-h 
3a+~  o,  la  quale  debba!!  coferuire  per  mezzo  della  pa- 
rabola , e del  circolo  . Si  prenda  l’equazione  axzzzz  , 
e fattone  il  quadrato  , fi  foEituifca  nell’  equazione  pro- 
porla in  luogo  di  z4,  e di  zz  il  fuo  valore  , e nafcerà 
la  feconda  equazione  xx — $ax  +*  zaz  +■  3 aa9  dalla  quale 
fottratta  primieramente  s ed  indi  aggiunta  la  prima., 
equazione  zz—axzzo,  lì  avrà  nel  primo  cafo  la  terza 
equazione  xx  — qax  +-  zaz  4-  laa — zz  — o , e nel  fecon- 
do cafo  la  quarta  -xx  — 6ax  +-  zaz  •*-  z,aa  4-  zz  =0,  che  è 
un  luogo  al  circolo  3 e però  di  ella  mi  fervo  per  colimi- 
re  la  propolìa  equazione  del  quarto  grado  . 


Si 
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Si  deferiva  adunque  còl  l’aggio  — U"faa  il  circolo 
BMF  , e prefa  dal  centro  C verfo  B ( Fig.  pp.  ) ìa_, 
CL  — ^a,  indi  dal  punto  L eretta  al  diametro  la  perpen* 
dicolare  LA— a,  fi  tiri  dal  punto  A la  retta  indefinita 
AP  parallela  al  diametro  BF  s faranno  le  AP—x  , e le 
corrifpondenti  ordinate  nel  circolo  P M—z;  e però  farà 
A il  vertice,  ed  AP  l’affe  della  parabola  dell’equazione 
ax  — zz,  onde  deferitta  al  vertice  A , coll’  affé  AP , col 
parametro  —a  la  parabola  AM,  incontrerà  ella  il  cir- 
colo in  quattro  punti  M,  dai  quali  condotte  all’ alfe 
A P le  perpendicolari  P M,  faranno  effe  le  radici , due 
pofitive,  e due  negative  dell’equazione  propofla 
&4 — ìaazz  +-  za  3z  +■  3# 4 = o . 

Ed  ih  fatti , fi  prolunghi  la  P M in  D , fe  fa  bifo- 
gno,  e farà  per  la  natura  del  circolo  BMF,  B D\D  F~ 

DM  ,■  ma  D M~  z^-a  t BD  — x — 3 a+-  V Jaa  , 

DF— — x-h  Vieta, adunque  zz-h  2az-f~aa= — xx+- 

6ax  ■ — 2 aa\  ma,  per  la  natura  della  parabola  AM, 
ax  — zz  , ed  xx—  2. 4 , adunque  fatta  la  fofiituziòne  di 

aa 

quelli  valori  , ed  ordinata  l’equazione  col  paragonarla 
alzerò,  farà  z 4 — ]aazz+-  2a}z  +■  3<*4  — o , che  è la.» 
propoffa  ; il  che  ec. 


ESEM- 
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ESEMPIO  |II. 

Sia  l’equazione  del  terzo  grado  x s — 3 ctax  5V  = 0 , 
che  fi  moltiplichi  per  x+-z <z5  a fine  di  ridurla  del  quar- 
to  9 e farà  2ax3  z)aaxx-^aì  x & io #4~.o. 

Si  prenda  1’. equazione  alla  parabola  xx^-ax  — ay  9 
e fatto  il  quadrato  5 farà  ^4-{-  a<a,v3  +-a.axx  = aayy fi 
folEtuifea  nelP  equazione  il  valore  dei  due  primi  termi- 
ni .a?  4 4-  zaxi  p cloò  aayy  -r—aaxx  , e nafcerà  la 
IL  yy-^^xx  —^ax  *-  ip^~  o , ed  in  quella  fpiljfultp  in 
luogo  di  xx  il  fuo  valore  ay  — ax  , nafcerà  la 

III.  yy  — 4ay  +■  $ax +■  ioaa  — o,  da  cui  fottratta  la  prima 
xx  +- MSTVpy  ^ ? ed  indi  aggiunta,  nafceranno  le  due 
equazioni , cioè  la 

IV.  yy  — $ay  iax  +■  io aa  — xx  ~o  nel  primo  cafo,  e la 

V.  yy  — $ay  +-  qax  +-  10^  +-  xx  ~ o nel  fecondo  cafo  : 
prendo  il  primo,  e l’ultimo  luogo  . 

Per  coftruire  l’ultimo  , fi  deferiva  il  circolo  OSN 
( Figo  100.  ) del  raggio  OPzzja,  e prodotto  in  F,  onde 
fia  OFz^za  , ed  eretta  dal  punto  F la  perpendico- 
lare FC.zzFOzzias  fi  tiri  la  indefinita  CQ  parallela  ad 
FP  . Prefa  una  qualunque  CQ  — y , faranno  le  corri!- 
pondenti  ordinate  negative  Q S,  QN  le  x , ed  il  circo- 
lo il  luogo  della  quinta  equazione . Si  prenda  ora  in  FC 

h 
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la  CB  — ~a  , e dal  punto  B fi  tiri  la  perpendicolare^ 
BA  — ~a,  indi  al  vertice  A,  col  parametro  = a fi.  de- 
feriva la  parabola  N AM , che  farà  il  luogo  della  pri- 
ma equazione  , prefe  le  afflile  y fulla  retta  C Q . Da’ 
punti  0,  N,  ne’  quali  la  parabola  taglia  il  circolo  , al- 
zate le  perpendicolari  OH,  NQ,  faranno  effe  le  due_» 
radici  reali  negative  dell’  equazione  del  quarto  grado 
x*+-  zax3 — 3 aaxx — a}  x 4-  io^4~ o . 

E perchè  OH  prefa  negativa  è eguale  a za , che  è 
la  radice  introdotta  colla  moltiplicazione  della  propoffa 
equazione  in  x-^za  3 farà  la  radice  reale  negativa 
dell’equazione  propoffa  xì  — iaax-h  $a3  — o , l’altre  due 
radici  immaginarie  . 

Imperocché,  per  la  natura  del  circolo  OSL , farà 

2 

OGXGL  — GN,  ma  OG~y — za,  GL~^a — y,  o 
GN  — — za — -x  , dunque  fatte  le  foffituzioni  , farà 
xx+-4 ax  + ioaa-h-yy  — — ° '■>  tua  per  l’equazione  alla 
parabola  N A M,  y — xx  +-  ax , ed yy~ x*+-  zax3  +■  aaxx, 

a -*àa 

dunque  foftituiti  nell’equazione  al  circolo  quelli  valori 
di  y , ed  yy  , farà  finalmente 

x 4 +-  zax  9 — 3 aaxx  — a3 x +-  iaa*~o  ; il  che  ec. 


ESEM- 
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ESEMPIO  IV. 

«v  ■ F:".\ 

Sia  l’equazione  x6  — 4 aax*  — 8al  xì  +-  8a*xx  +. 
32ìj6  = o,  e perchè  è divifibile  per  xx  — qax  + qaa,  ed 
11  quoziente  è l'equazione  del  quarto  grado  #*-1-4 ax' +* 
8aaxx  +-  8a3 x +-  Ra^—c  , fi  coffruifca  quella. 

Prefa  adunque  l’equazione  xx+-2 ax~ay,  e fatto  il 
quadrato  x 4 +*  4 ax J +-  qaaxx  — <34^ , fi  foflituifca  nell’  e- 
quazione  in  luogo  di  x 4 +-40# 3 il  valore  <34^ — 400AW, 
e viene  la  > 

II.  yy+>4xx+  8ax+.8aa  = o,  in  quella  fi  ponga  il  vaio» 
re  di  xx  , cioè  ay — 2 ax , e viene  la 

III.  yy  -h  4ay  -\-8aa~o , da  cui  fottraggafi  la  prima, 
mfee  la 

IV.  yy  +-  $ay  +-8aa  — xx  — 2ax~o  , ed  aggiunta  final- 
mente la  prima  alla  terza,  farà  la 

V.  yy  +-  3 ay  +-  8aa  -1-  xx  +•  2ax~o  . 

Il  fecondo  luogo  è immaginario  ; il  terzo  è equa- 
zione determinata  , ma  le  fue  radici  fono  immaginarie  - 
il  quinto  luogo  è pure  immaginario  ; il  quarto  luogo  poi 
è reale  , ed  è un’  iperbola  equilatera . 

All’ affé  DC-V  naa  fi  deferivano  col  centro  A 
l’iperbole  CR , DG;  ( Fig.  101.  ) fi  prenda  AB— a , e 
fi  erigga  la  perpendicolare  indefinita  B Mt  in  cui  fi  pren- 
da 


Rr 


314  INSTI  TUZIO  NI 

da  BM—ja,  e dal  punto  M conducali  la  MQ_  parallela 
£ 

all’ alfe  DC;  prefe  dal  punto  M fòpra  MQ  le  x , faran- 
no le  corrifpondenti  QR  , o fia  AfT  le  y , e la  curva 
il  luogo  dell’  equazione  quarta  yy+-$ay+-  Saa — xx — - 
2ax  — o . Prodotta  QM  in  N , e fatta  MN—a,  e con- 
dotta NA  al  centro  dell’  iperbola  , fi.  prenda  NO  — a , 
ed  al  vertice  0,  col  parametro  —at  all’ alfe  OS  fi  deferiva 
la  parabola  OM,  che  patterà  per  Io  punto  M , indi  prefe 
fulla  MT  le  ys  e le  corrifpondenti  ordinate  TL  — x , 
farà  elfa  il  luogo  della  prima  equazione  xx  +-zax-ay  j 
ma  poiché  quelli  due  luoghi  non  fi  pottono  mai  incon- 
trare , come  è chiaro  , faranno  immaginarie  tutte  quat- 
tro le  radici  dell'equazione 

xx4-qaxt  +-8aaxx+-  8#3  a?+- 8<j+mo  9 
quindi  la  propella 

x 6 — AcCtax*—- 8#3 xì  -h  8a*xx+- 
fi  trova  avere  due  fole  radici  reali  tra  loro  eguali  , cioè 
ciafcheduna  cc  z a , 

sor.  Ma  fé  in  oltre  fi  v oleifero  cofiruire  le  equa- 
zioni del  terzo  , e quarto  grado  per  mezzo  non  folp 
di  luoghi  conici  , ma  di  luoghi  conici  già  dati,  o limili 
ai  dati , il  che  può  avere  ufo  s quando  una  delle  fezio- 
ni coniche  fia  data  nel  problema,  fi  potrà  farlo  nel  fe- 
guente  modo  , intendendo  però  , che  le  equazioni  del 

terzo 
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terzo  grado  fi  riducano  al  quarto  , e quelle  fi  liberino 
dal  fecondo  termine,  fe  lo  avellerò. 

Devo  però  avvertire  , che  quantunque  per  lo  più 
fia  bene  il  determinarfi  a quei  dato  luogo  conico , che 
già  entra  nel  problema  ; tuttavia  fi  deve  avere  la  mira, 
che  P ufo  di  efio  luogo  dato  non  fi  opponga  alla  maggio- 
re femplicità  della  cofiruzione,  nel  qual  cafo  , non  cu- 
rato il  luogo  già  dato , tornerà  meglio  introdurne  due_» 
nuovi . 

Volendoli  adunque  fervire  di  luoghi  dati , o fimili 
a*  dati,  Partifizio  confìfie  nell’ introdurre  nelle  equazio- 
ni due  indeterminate,  da  fidarli  poi  nel  fine  a mifura_. 
del  bifogno  . Sia  adunque  l’equazione 
z4+-  abzz — aacz+-  a*  d— o. 

--Si  ponga  z — ax_,  per  introdurre  la  prima  indetermina- 

T 

ta  / ; fatte  le  foftituzionioni  , farà 

x 4 +-  bffxx — ft  ex  -h  /4  d — o „ 

a a a 

Si  prenda  il  primo  luogo 

I.  stx — fy  — o,  e polli  i valori  di  xx3e  di  x+9  nafee- 
rà  il  fecondo  luogo 

II.  yy  +■  bfy — fcx+-frd—o9  a quello  li  aggiunga  il  pri- 

a a a 

mo  , ed  avremo  il 

III.  xx — fy *ryy  +°bfy — fcx-^ffd  — o.  Per  introdurre 
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la  feconda  indeterminata  g,  fi  moltiplichi  il  primo  luo- 
go per  g , ed  avremo  gxx — gfy -zz  o , che  aggiunto 

a a 

al  fecondo  ci  dà  il 

IV.  yy  + bfy — fcx  +-jfd+-gxx — gfy  — o , e fottratto 

a a a <*-  <? 

ci  dà  il 

V.  yy+-bfy — fcx+-ffd+- gfy — gxx—O. 

a a a a & 

Il  primo  , e fecondo  luogo  fono  alla  Parabola  , il 
terzo  al  Circolo,  quando  le  coordinate  facciano  angolo 
retto,  il  quarto  all’Elliffi,  ed  il  quinto  all' Iperbola . 

Debbafi  ora,  per  efempip,  cofiruire  l’equazione  per 
mezzo  d’un  circolo  dato,  e d’un’  iperbola  data.  Si  pren- 
da adunque  il  terzo  , e quinto  luogo  ; e quanto  al  ter- 
zo luogo , col  raggio  CG  — f j/cc — 4 ad  + bb — zab -h  aa 

za 

fi  deferiva  il  circolo  E MG  , ( Fig.  102.  ) e prefa_. 
CD  zz  fc  , fi  abballi  dal  punto  D la  perpendicolare 

za 

DA—af — bf,  ( fuppofia  a maggiore  di  b , e fi  alzi 

za 

dalla  parte  oppofla,  quando  fia  b maggiore  ài  a)  indi 
dal  punto  A fulla  retta  AP  parallela  a DG  prefe  le_, 
a luffe  AP-x , faranno  le  corrifpondenti  P M le  y , ed 
il  circolo  E MG  il  luogo  dell’equazione 

xx — -fy  +-yy  +■  bfy — fcx+-ffd  — o. 


a 


a 


a 


Rifpet- 
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Rifpetto  al  quinto  luogo  ; per  coftriiirlo  , e combi- 
narlo col  circolo,  prodotta  per  lo  punto  A , origine 
delle  x , la  retta  DA  in  H in  modo  , che  fiéu 
AH—gf-hbf,  e condotte  per  i punti  A , H le 


za 


X 


lele  A P , HK  alla  DG  ; fi  prenda  fulla  H K verf©  il 
punto  L la  porzione  Hlzzfc,  e col  centro  I , ;épll‘ 

affé  trafverfo  LK  — f y' aacc+  ^aagi—abbg — ^-—zàbgg 
( fuppoilo  però  cc  +•  4 gd  maggiore  di  bbg-^g s +■  2 bgg  ) fi 

a 

deferiva  l’iperbola  KM  del  parametro 
KO  — f j/ aacc+-  qaagd — abbg — ag 3 — 2 abgg  , in  cui  efi 


aa 


fendo  A P — x , PM—y  , farà  effa  il  luogo  della  quin- 
ta equazione  . Dai  punti  M , nei  quali  effa  taglia  il  cir- 
coio,  condotte  le  perpendicolari  MP  , MP  alla  AP  ; 
faranno  le  AP  , AP  le  -radici  dell’equazione 
x*+‘bjffxx — cpx+*df*  zzo. 

a a a 

E poiché  fi  è fatta  zzz  ax  , data  la  x , è pure  da» 

T 

ta  la  z , vale  a dire  le  radici  dell'equazione  da  prima-* 
propofia  ec. 

Ma  fe  aveffi  fuppofio  4 dg  minore  di  bbg+-  zbgg+ ■ g 3 , 


il 
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il  luogo  della  quinta  equazione  farebbe  l’iperbola  MM  t 
( Fig.  103.  ) il  di  cui  femiaife  trafverfo 

— f p/  bbg  +-  2bgg  4-  g1 — acc — 4 agd,  il  femiade  conju- 

za  g 

gato  I K — f p/ bbg-h  ibgg*-gì — acc — 4 agd  , ed  il 
zg  " ~a~ 

parametro  KO  dell’ affé  conjugato 


~ / |/  bbg  +•  2 bgg  i-g 3 — acc  — 4 agd  . 

a a 

Ciò  pollo  , per  foddlsfare  alla  prima  condizione  „ 
che  il  circolo  fia  dato  ; lì  ponga , che  fia  il  raggio  di 
elio  — r , adunque  dovrà  edere 

r — f 1/  cc — 4^4  +*  bb  — lab  +»  aa , dalla  quale  equazione 

xa 

fi  cavi  il  valore  della  indeterminata  alluma 
f-  lar 


V cc  — 4 ad-i-bb  — lab+aa  ; ed  il  defcritto  circolo 
EGM  farà  quello  del  raggio  — r . 

Per  foddisfare  alla  feconda  condizione  , che  l’iper- 
bola  fia  data  : fia  2 1 il  dato  ade  trafverfo  , e p il  para- 
metro, farà  adunque  p/ cc+- 4g4 — bbg — g 3 — ibgg9 


e però  / =2 


s 

zgt  . 


[/ cc  +* 4 àg  — bbg— g*-—  z bgg  ■ ma  è pu- 


re 


0* ì 
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re  p~  f j/ cc +» qdg^—bbg — g’  — zbgg  , adunque  pollo 


a 


in  luogo  di  / il  valore  ritrovato  , farà  p — igt , da  cui  fi 


a 


ricava  il  valore  di  g—ap9  e pollo  quello  in  luogo  di 


2 t 


nel  valore  di  f , farà 
=-  2 apt 

1/  Apice  j-  8 aptd — 2 bbpt  — aap J — zabpp  ; quindi  il 


2 t 


diametro  trafverfo,  ed  il  parametro  della  deferitta  iper- 
bola  ( Fig.  102.  ) faranno  appunto  le  date  linee  2 f,  e pf 
e dò  riguardo  al  primo  cafo. 

Rifpetto  poi  al  fecondo  , cioè  quando  cc  4*  4 dg  è 
minore  di  bbg  *~g3  +-  zbgg  , fi  chiami  baile  conjugato 


a 


della  iperbola  data  LK  — zu,  ed  il  fuo  parametro  zzq. 


farà  iu—f_  j/ bbg  4-  2 bgg  + g i — cc  — 4 dg  , 


g a 


» 

veti  3 operando  come  fopra  3 g—aq , 


Zìi 


ed  /- 


2 aqu 


-h  2 baqq+-  aaq 3 — ; 


e 
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e l’ iperbola  avrà  per  affé  coniugato  LK~  2« , c per 
parametro  dello  dello  affe,KO  = f . Ed  il  problema  farà 
codruito  cosi  per  mezzo  d’un  circolo  dato,  e d’una. 
data  iperbola  . 

Che  fé  non  farà  data  l’ iperbola  , ma  dovrà  edere 
limile  ad  una  data  , vale  a dire  , che  l’aflfe  fu  al  fuo 
parametro  in  data  ragione  , per  efempio  di  m ad  n , 
poiché  fi  è veduto  di  fopra  , che  la  ragione  dell’ alle  al 
parametro  è quella  di  a allag;  ballerà  fare  l’analogia  t?,g  : : mjn 
per  indi  avere  il  valore  di  an  . 

m 

Ufando  dello  {ledo  metodo  fi  potrà  coftruire  l’e- 
quazione col  mezzo  di  altri  dati  luoghi , o limili  ai  dati  ; 
come,  per  efempio,  col  mezzo  del  fuddetto  dato  circolo, 
e di  una  data  elliffi  , o limile  ad  una  data , prendendo 
in  vece  delia  quinta,  la  quarta  equazione  ec. 

ESEMPIO  V. 

Sia  l’equazione  a?4 — ax* — aaxx  — aj x — 2#4:ro, 
e il  voglia  coftruire  per  mezzo  d’una  parabola  del  pa- 
rametro — a,e  con  una  elliffi  limile  ad  una  data,  il  di 
cui  alfe  trafverfo  fia  al  parametro  nella  data  ragione, 
di  b a d . 

Tolgafi  da  ella  il  fecondo  termine  colla  follituzione 

di 
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di  x zz  z -f-  a , c farà  la  trasformata 

4 

z* — ri  aazz — \%a3z — 5P5<34  — o. 

s i rjs 

Pongo  z~ay ^ 9 per  introdurre  la  prima  indeterminata.. 
f 

/,  e farà  jy4 — n ff'yy  — 13 f!y — 595/+ :r:  o.  Prefo  per 

8 8 

primo  il  luogo  yy—fq  alla  parabola  , e fatta  la  foftitu- 
zione  de’  valori  di  y* , e di  yy  , avremo  il  fecondo  luo- 
go pure  alla  parabola  qq — 11  fq — 13 fy — 595^  = o ; 

8 8 z$6 

ma  poiché  la  parabola  data  è del  parametro  —a  , po- 
tremo fervirci  del  primo  luogo  prendendo  f—a,e  però 
farà  etto  yy  — aq9  e foflituendo  il  valore  di/  nel  fecon- 
do ( giacché  non  eflendo  data  la  elliflì  , la  prima  inde- 
terminata / riguardo  alla  medefima  è arbitraria  ) , farà 
eflo  qq — 11  aq  — i$ay — 59$aa  -o. 

8 8 256 

Si  moltiplichi  ora  il  primo  luogo  per  g a fine  d’in- 

a 

trodurre  la  feconda  indeterminata  g , e farà  gyy — agq  — o 3 

a 

il  quale  aggiunto  al  fecondo  darà  il  terzo  luogo 
qq  — 11  aq  — 13 ay  — 59500  +*. gyy  — agq  — o , all’  elliflì . 

8 8 ~ 256  a “ 

Per  coftruire  quello  terzo  luogo , s’ avrebbe  a defcri- 


Sf 


vere 
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vere  l’  elliflì  MSQ  ( Fig.  104.)  coll*  affé  trafverfo 
S'Q—  2 1/ 71 6aag+-  i7<Sagg  +-  tiqg*  +■  itfp#5 , e col  para- 

metro  = 2^  y/  7i6aag+*  il^agg  +-  ógg3  +•  i<5g#3  ; 
g 2>56g. 

poiché  in  effa  la  ragione  dell’ affé  ai  parametro  è quella 
di  g ad  a , e deve  effere,  per  la  condizione  data,  quella 
di  b a d,  farà  g~  ab  \ e però  foffituito  in  luogo  di  g 

T' 

il  fuo  valore,  fi  defcriverà  l’ elliffì  MSQ  coll*  affé  traf- 
verfo zz  1 x/  7\6aabdd+'  iq^aabbd^  6/^aab1  +-  i<5paad3,Q 
Hd  b 

col  parametro  :r  1 j/ 71 6aabddJr  \7<5aabbdjr  6^aab}+  1 6paad\ 
W b ~ 

Ora  dal  centro  C prefa  C A zz  1 1 ad  + Bob , 

■ i6d 

ed  abbaffata  dal  punto  A la  perpendicolare  AB  zzi^d  t 

1 6b 

fe  dal  punto  B fi  tirerà  la  BR  parallela  all’ affé  SQ, 
prefa  una  qualunque  BRzzq  , farà  RMzzy  , e l’ elliffì  il 
luogo  della  terza  equazione 

qq — iiaq — i^ay — 5 9 — aM  — 0 • 

8 8 256  a ' 

Al  vertice  B , affé  BR9  col  parametro  zza  fi  de- 
feriva la  parabola  MBM  dell’  equazione  yy  zzaq,  taglierà 
effa  1*  elliffì  ne’ due  punti  M , M ; dai  quali  condotte.» 

le 
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le  perpendicolari  RM  , RM  alla  retta  B R , faranno 

eife  le  due  radici  reali  della  propofta  equazione  . 

Imperciocché  , per  la  proprietà  dell’  elliffi  , farà 
1 

SPX.PQ  a PM  , come  l’afife  trafverfo  al  parametro, 
ma  CP—  q — 1 1 ad — 8 ab  , e però 

iùd 

r 

S P—  i \J  Ji6aabdd  +-  ijàaadbb  4-  6<\aab 3 +-  1 ópaad*  4-  q — 
i6d  b 

1 1 ad — 8 ab  , e 

1 6d 


PQ—  1 y 71 6aabdd+-  176 aadbb  +-  6ataab\+- 1 6^aadd — q+ ■* 

iód  b 

iiad^Sab  inoltre  P M— y — 1 %ad  , adunque  avremo 

l6d  \6b 

Tanalogia  Jióaabdd  +-  17  6 aabbd  + 6^aab 3 +-  169  a ad* — qq+. 

xjébdd 

liadq+-  Sabq — 121  aadd- — 17 daabd — 6/\aabb  ,yy — 1 %ady+- 

8 d ijadd  86 

%69aadd::\  , ly.b,  d ; e però  l’equazione 

% j 6bb  d b 

59$aabdd  — dqq  +■  iiadq+-  Sabq  — byy  — l.%ady  , ma  per 

z^óbd  8 , 8 

l’equazione  alla  parabola,  byy  — aq\  foiìituiti  adunque 
in  luogo  di  q , e di  qq  i loro  valori  yy , y*,  ed  Ordina- 
ci aa 

ta  l’ equazione  , e dividendo  per  d , e moltiplicando  i 
termini  per  aa  , farà  jj/4 — naayy — 1 3a*y  — 595a*  — o» 

8 8 zj  6 

Sf  2 Ma 


324  INSTI  TURIONI 

Ma  per  la  fofiituzione  fatta  di  z~  ay  abbiamo  2—  y (ef- 

7 

fendo/—  fl),dunquefara2;4 — naazz — i^a^z — 

8 8 *56 

che  è l’ equazione  ridotta  , alle  radici  della  quale  ag- 
giunto a , faranno  effe  le  radici  della  propofta 
4 

a?4 — ax 3 — aaxx — a%  x — 'ia+  — o9  il  che  ec. 

Era  fuperfluo  il  fare  tutta  quella  fatica  fopra  un" 
efempio  , che  di  natura  fua  è piano  , e non  folido , 
e {Tendo  la  propofta  equazione  divifibile  per  x+-a  , e_» 
per  x — za  ; ma  fervirà  per  fare  vedere  1*  ufo  del 
metodo  . 

202.  Le  equazioni  del  quinto  , e fedo  grado  fi  co- 
{fruiranno  per  mezzo  di  due  luoghi , cioè  uno  del  ter- 
zo grado  , e l’altro  conico  . 

ESEMPIO  VI. 

Sia  l’equazione  x s +-  aax 3 — a5  — o.  Prendo  la  pa- 
rabola apolloniana  xx  — ay  , e fatte  le  foftituzioni , nafee 
il  fecondo  luogo  xyy  4-  axy  — a'—o  . Nulla  fin’ ora  fi  è 
parlato  della  cofiruzione  de’  luoghi  fuperiori  alle  fezio- 
ni coniche  , effendomi  riferbata  a trattarne  nel  feguente 
Capo,  perchè  così  neceffariamente  efigge  l’ordine;  per 


ora 
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ora  adunque  fi  fuppongano  , e però  defcritta  la  curva 
de’  tre  rami  MCH  , FE  , PNO  ( Fig.  105.  ) dell’  equa, 
zione  xyy  +-  sexy — al  — o,  in  cui  le  AB  fono  le  e_. 
le  BC  le  y ; al  vertice  A , affé  AL  , parametro  zz  a Ci 
deferiva  la  parabola  apolloniana  RAC  , incontrerà  ella 
il  ramo  MCH  nel  punto  C , e però  abballata  la  per- 
pendicolare  CB  , farà  ABzzx  la  radice  poltriva,  c reale 
dell’equazione  propolla  , e V altre  quattro  immaginarie. 
Volendoli  collruire  la  medefima  equazione  per  mezzo 
d’un’iperbola  fra  gl’ afintoti  , e parimenti  per  un  luogo 
del  terzo  grado  , fi  faccia  xyzzaa  , follituendo  farà 
x 5 +•  aax  — ayyzzo  . 

Alì’affè  AB,  con  le  affi Wq\ABzzx  , e le  ordinate 
BC—y  ( Fig.  iofJ.)  fi  deferiva  la  curva  CAN , che  è 
il  luogo  dell’equazione  x 3 +-  aax  — ayy  zz  o , e fra  gl’ 
afintoti  AB,  AG  li  deferiva  l’iperbola  MCH  dell’ equa- 
zione xyzzaa  , prefe  le  x fui  medelimo  affé  AB;  ta- 
glierà effa  la  prima  curva  nel  punto  C , da  cui  abbaf- 
fata  la  perpendicolare  CB  , farà  ABzzx  la  radice  dell’ 
equazione  propolla  , il  che  ec. 

Moltiplico  ora  la  medefima  equazione  per  xzzo,  a 
fine  di  ridurla  del  fello  grado, ed  ó x6  -ì-aax*— a*  xzzo. 
Prendo  il  medelimo  luogo  alla  parabola  xxzzay  , e fat- 
ta la  foftituzione,nafce  il  fecondo  luogo  y 3 +-  ayy  — aax  zzo, 
che  è la  curva  NBAM  ( Fig.  107.  ) , prefe  le  alfiffe_* 
APzzy  , e le  P Mzzx . 


Col 
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Col  vertice  A , all’ affé  AP , col  parametro  zza 
defcritta  la  parabola  . apolloniana  AM  dell’  equazione 
xxzzay  , taglierà  effa  la  detta  curva  nel  vertice  A t il 
quale  ci  dà  una  radice  x zzo  , che  è appunto  la  intro- 
dotta nell’equazione  , la  taglierà  in  oltre  nel  punto 
ed  abbacata  la  perpendicolare  MP  , farà  effa  l’altra-, 
radice  dell’equazione  x 6 ec. 

Volendofi  fervire  della  parabola  prima  cubica-. 
x*  zz  aay  , fi  faccia  la  fofiituzione  nell*  equazione-» 
xs-haax* — as x — o,  e nafce  il  fecondo  luogo 
yy  +- xy  — ax—o  all’iperbola  apolloniana. 

Sulla  indefinita  AP  ( Fig . 108. ) fi  deferiva  il  trian- 
golo ACP  rettangolo  in  C,  ( fuppoffo  , che  l’angolo 
delle  coordinate  dell’equazione  yy+-xy — axzzo  fi  vo- 
glia retto  ) e fia  AC,  CP::  2,  i ; al  centro  A , col  fe- 
midiametro  trafverfo  A Fzz  a ^ 5 , col  parametro  — 2 a 

~5 

fi  deferiva  l’iperbola  apolloniana  FM,  la  quale,  con- 
dotta dal  punto  . F l’indefinita  FQ  parallela  ad  AC , e 
prefa  una . qualunque  FQzzx,  e QM  parallela  a CP 
eguale  ad y,  farà  il  luogo  dell’equazione yy+.  xy  — axzzo. 
All’ affé  FL  parallelo  a PC  fi  deferiva  la  parabola  cubi- 
ca NFM  dell’equazione  x3zzaay  ; taglierà  efia  l’iper- 
bola nel  vertice  F,  che  ci  dà  la  radice  x zzo  3 e nel 
punto  M,  dai  quale  abballata  la  perpendicolare  MQ 
fopra  FQ  , determinerà  effa  l’altra  radice  FQ  dell’equa- 
zione x 6 +•  acix  4 — asxzz  o.  Se 
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Se  la  nodra  equazione  ave  (Te  avuto  il  fecondo  ter- 
mine , volendofi  fervire  della  parabola  cubica  ci  farebbe 
nato  un  fecondo  luogo  del  terzo  grado,  quindi  o s* avreb- 
be dovuto  fare  fparire  elio  fecondo  termine  , o fervirfi 
d* altro  luogo. 

ESEMPIO  VII 

Sia  l’equazione  del  fedo  grado  x 6 +-  ax 5 -h  a 5 x—a 4 =o. 
Prendo  il  luogo  alla  parabola  apùlioniana  xx  ~azay . Fatte 
le  fodituzioni,  farà  il  fecondo  luogo  y 3 +-  xyy  +-  aax—a 3 — o, 
che  è la  curva  CBM  ( Fig.  iop.  ),  prefe  le  affidi-» 
AP~y,  e le  ordinate  PM—x. 

- Al  vertice  A,  col  parametro  ~a  ? all’  ade  AP  fi  de- 
feriva la  parabola  MAMàcìY  equazione  xx  zzay  , taglierà  e da 
la  detta  curva  ne’  due  punti  M,  M,  dai  quali  condot- 
te all’ ade  le  perpendicolari  MP  , MP , faranno  effe  le 
due  radici , una  pofitiva  , e l’ altra  negativa  dell’  equa- 
zione propoda  x 6 +r  ax  * +.  a ? x — a*zz  o , e le  altre  quat- 
tro immaginarie  . 

203.  Le  equazioni  del  fettimo  grado  d codruiran- 
no  per  mezzo  di  due  luoghi  del  terzo  , 0 pure  coa_* 
uno  del  fecondo,  ed  uno  del  quarto,  ma  poiché  mol- 
tiplicandole per  l’incognita  fi  riducono  all'  ottavo  , e 
quelle  dell’  ottavo  Umilmente  fi  codruifcono  con  un 

luogo 
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luogo  del  fecondo  v,  e l’ altro  del  quarto  9 mi  acconten- 
terò di  dare  un’efempio  di  quelle  dell’ ottavo  p 

à 

ESEMPIO  Vili. 

Sia  l’ equazione  dell’ ottavo  grado  x*  +•  ax7  x*  — 
a3  — o.  Prefa  l’ equazione  alla  parabola  apolloniana_. 
xxzzay  , e fatte  le  fodituzioni  , nafce  il  fecondo  luogo 
j +•  xy*  +■  axyy  — ci1*  — o , che  è la  curva  GBF  CMN , 
{ Fig . no.)  prefe  le  aflìffe  APzzy , e le  ordinate  P M—x. 

Al  vertice  A , parametro  zza  , affé  AP  fi  deferiva 
la  parabola  apolloniana  MAN  dell’  equazione  xxzzay  , 
incontrerà  effa  la  detta  curva  ne’  punti  M , N dai  quali 
condotte  le  perpendicolari  MP  , NQ  all’ affé  , faranno 
elle  le  due  radici  reali,  l’una  pofitiva,  e l’altra  negati- 
va della  propoda  equazione,  eie  altre  fei  immaginarie. 

204.  Qui  fi  deve  avvertire  5 che  le  equazioni  del 
nono  grado  , dccome  quelle  dell’ottavo  ridotte  al  no- 
no , col  moltiplicarle  per  l’incognita,  fi  potranno  fe ca- 
pre codruire  per  mezzo  di  due  luogi  del  terzo  grado  , 
facendo  però  fparire  il  fecondo  termine , quando  lo 
avellerò  . 

Cosi  generalmente  le  equazioni  del  decimo  grado 
fi  potranno  codruire  per  mezzo  di  un  luogo  del  terzo, 
e di  uno  del  quarto,  e finalmente  quelle  dell’undeci- 

mo, 
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ino  , e duodecimo,  avvertendo  però  di  ridurre  quelle  dell' 
undecimo  al  duodecimo  col  moltiplicarle  per  l’incogni- 
ta , e di  fare  fvanire  dalle  equazioni  del  duodecimo  gra- 
do il  fecondo  termine,  quando  io  abbiano;  e proporzio- 
nalmente s’intenda  delle  equazioni  di  grado  fuperiore. 

20?.  Un’  altra  maniera  di  coflruire  le  equazioni  di 
qualunque  grado  può  ellere  per  mezzo  d’un  luogo  dello 
fleffo  grado  dell’equazione  propolfa  , e d’una  linea  retta 
nel  feguente  modo. 

Sia  l’equazione  del  quinto  grado 

x5 — bx^+-acxi — aadxx  +-  a*  ex  — a*f  — o. 

Trafportato  dall’altra  parte  l’ultimo  termine  /j4/,e  po- 
llo uno  dei  divifori  lineari  dell’  ultimo  termine  , per 
efempio,  f~z,  dividali  l’equazione  per  a + , onde_, 
avremo  z — x 5 — bx 4 + acx 3 — aadxx  +*  a3 ex  . 

a 4 

Sull'indefinita  BQ,  dal  punto  fifto  B prendendo  le 
x,  ( Fig.  in.)  fi  deferiva  la  curva  BMDRNLFC  dì 
quell’ ultima  equazione  z— x5  ec.  , faranno  le  ordinate 

a 4 

PM,  SR  ec.  eguali  a z , e però  condotta  dal  punto 
B la  retta  BA—f,  parallela  alle  ordinate  PM  , SR  , e 
per  lo  punto  A la  indefinita  KC  d’ambe  le  parti  , e pa- 
rallela a BQ  ; dai  punti  , nei  quali  ella  taglia  la  curva, 
abbacate  le  perpendicolari  MP , RS , CQ  , determine - 

Tt 


ranno 
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ranno  effe  le  affiffe  BP  , BS , BQ , che  fono  le  radici 
dell’  equazione  propofta  ; intendendo  le  pofitive  da  B 
verfo  Q , e le  negative  dalla  parte  oppofta  . 

Se  la  retta  AC  toccherà  la  curva  in  un  punto  , 
la  corrifpondente  affida  x efprimerà  due  radici  eguali  ; 
e fe  in  neffun  punto  la  incontrerà , faranno  tutte  le  ra- 
dici immaginarie. 

Se  l’ultimo  termine  avelie  avuto  il  fegno  poltrivo , 
s’avrebbe  fatto  z — — /,  e però  s’avrebbe  prefa  BAvz — /, 
cioè  al  difotto  del  punto  B nel  fenfo  dei  negativi  . 

206.  Può  fervire  quella  maniera  per  verificare  le 
cofiruzioni  , che  fi  fanno  con  la  combinazione  di  due 
curve,  confrontando  il  numerò  delle  radici  reali  , imma- 
ginarie , poiitive  , e negative  ritrovate  con  quelle,  e con 
quella . 

PROBLEMA  I. 

207.  Ritrovare  tra  due  date  quantità  , quante  medita 
geometricamente  p>  oporzionali  Jt  vogliano  . 

Sieno  le  date  quantità  a , b . Chiamo  x la  prima 
delle  medie  proporzionali , e formo  la  progreffione  geo- 
metrica a , x , xx  , x 3 , x 4 , -v 5 ec. 

a aa  a1  a + 


Si 
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Se  fi  vogliano  due  medie  proporzionali  , il  quar- 
to termine  della  progreflìone  dovrà  e fiere  b , e però 
avremo  l’equazione  x%~aab:  per  cofiruirla  colla  para- 
bola , e col  circolo  , la  riduco  al  quarto  grado  moltipli- 
candola per  a?  — o , ed  è x 4 — >aabx~o;  prefo  il  luogo 
alla  parabola  xx~ay  , e fatte  le  fofiituzioni  , nafce  il 
fecondo  luogo  yy — bx~o  , pure  alla  parabola,  da  cui 
fottraendo  il  primo,  nafce  il  terzo  yy  — bx  — xx  +•  ay~ o, 
all’ iperbola  , ed  aggiunto  il  primo  al  fecondo,  farà  fi- 
nalmente yy  — bx  -f—  xx — -ay~ :o  , luogo  al  circolo,  fup- 
pofio  retto  l’angolo  delle  coordinate. 

Col  raggio  CG  ~ V aa  +•  bb  fi  deferiva  il  circolo 

2 

OMA{  Fig.  ri 2.  ) , e prefa  CB  — {a,  fi  abballi  la  per- 
pendicolare BA  — \b  , la  quale  incontrerà  il  circolo  nel 
punto  A , da  cui  condotta  la  A Q parallela  al  diametro 
OG,  e prefa  una  qualunque  porzione  AQ—y,  farà 
Q M — x , ed  il  circolo  il  luogo  dell’equazione  yy  — bx  +■ 
xx  — ay  — o.  Al  vertice  A,  alfe  AQ , parametro  —a  fi 
deferiva  la  parabola  xx  — ay  , incontrerà  eflfa  il  circolo 
nel  punto  M,  da  cui  abballata  la  perpendicolare  MQ_, 
farà  dia  la  radice  dell’equazione  propofia;  giacché  il  vertice 
della  parabola,  effóndo  nella  periferìa  del  circolo,  mi  da- 
rà l’altra  radice  Arerò  da  me  introdotta;  le  altre  due 
fono  immaginarie  . 

Prefa  la  prima  , e la  feconda  equazione  fi  colimi- 
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rà  il  problema  per  mezzo  di  due  parabole  apolloniane  ; 
prefa  la  prima , e la  terza , fi  coftruirà  il  problema  per 
mezzo  della  parabola  , e dell’  iperbola  riferita  ai  dia- 
metri . 

208.  Senza  moltiplicare  l'equazione  xi — aab  — o 
per  x — o , fi  poteva  coflruire  con  la  parabola,  e l’ iper- 
bola fra  gl’  afintoti  , poiché  prefo  il  luogo  xx  — ay  , 
fatta  la  fofiituzione  , nafce  xy~ab  . 

Fra  gl’ afintoti  NN , QQ  {Fig.  115.  ) fi  deferiva^ 
l’ iperbola  M M dèi  rettangolo  collante  ab  , e fieno  AP 
le  y , P M le  x ; all’ alfe  AP  , col  vertice  A , parame- 
tro — a fi  deferiva  la  parabola  A M , dal  punto  M,  in 
cui  taglia  l’iperbola,  abballata  l’ordinata  MP , farà  effa 
la  radice  dell’  equazione  propofla  . 

Ritrovata  la  prima  delle  due  medie  proporzionali  , 
fi  à anche  la  feconda  eguale  alla  afiìlfa  AP—y  — xx  . 

a 

209.  Per  ritrovare  tre  medie  proporzionali  il  pro- 
blema è piano  , perchè  ritrovata  geometricamente  quella 
di  mezzo  , che  fia  per  efempio  m , la  media  fra  a , ed 
m farà  la  prima  delle  tre  , e la  media  fra  m , e b farà 
la  terza  . 

210.  Debbanfi  ritrovare  quattro  medie  proporzio- 
nali , adunque  dovrà  edere  b il  fello  termine  della  pro- 
grelfione  , e però  fi  avrà  l’equazione  x'  — a'b. 


Pren  - 
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Prendo  il  luogo  alla  parabola  apolloniana  xx  — ay, 
e fatta  la  loflituzione  , nafce  il  fecondo  xyy  — aab  — o , 
che  è l’Iperboloide  del  terzo  grado.  E però  fra  gl* afin- 
toti QQ  , RR  deferiva!!  l’iperboloide  MN,  mn  dell’e- 
quazione xyy  aab , ( Fig.  114.  ) prefe  le  aflìfTe  AP~y  , 
e le  PMzzx  . Ora  deferitta  al  diametro  AQ vertice-» 
A la  parabola  dell’equazione  xx  — ay  , e dal  punto  M , 
in  cui  incontra  l’iperboloide  , abballata  l’ordinata  MP, 
farà  efla  la  radice  dell’equazione  xs  — a4Lo  , e la-, 
prima  delle  medie  proporzionali  , che  fi  cercano  , per 
mezzo  della  quale  fi  trovano  le  altre. 

21 1.  Anche  per  mezzo  dell’ iperbola  apolloniana— 
fra  gl’ afintoti  , e della  feconda  parabola  cubica  fi  può 
coflruire  il  problema. 

Si  faccia  adunque  aa~xy  , luogo  all’ iperbola  fud- 
detta  , e foflituito  in  luogo  di  a*  il  valore  xxyy  , nafce 
il  luogo  x*—byy  , feconda  parabola  cubica  . 

All' alfe  AQ  (Fig.  115.  ) fi  deferiva  la  feconda  pa- 
rabola cubica  RAN,  in  cui  le  A Q fono  le  x , e le 
QN  le  y ; e fra  gl’ afintoti  ST , MQ  deferitta  l’ iperbo- 
la NN,  ed  abballata  dal  punto  N , in  cui  incontra  la 
parabola  , la  ordinata  N Q ; farà  A Q la  radice  dell’  e- 
quazione  propofta  , cioè  la  prima  delle  quattro  medie 
proporzionali  . 

212.  Per  ritrovare  cinque  medie  proporzionali  il 

prò- 
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problema  non  è fe  non  cubico , imperciocché  ritrovata 
quella  di  mezzo  geometricamente  , che  fia  per  efempio 
m , per  avere  le  due  medie  fra  a , ed  m il  problema  è 
cubico , come  fi  è veduto  . 

Per  poca  attenzione  , che  fi  ufi  , è facile  a vede- 
re,  che  il  problema  di  ritrovare  fei  medie  proporziona- 
li fi  coflruirà,  o con  un  luogo  del  fecondo  , ed  uno  del 
quarto  grado  , o con  due  dei  terzo  ; ma  per  averne 
fette  , ritrovata  quella  di  mezzo  , il  problema  fi  riduce 
a cercarne  tre  , e cosi  difcorrendo  fi  vada  di  numero 
maggiore , 

PROBLEMA  II. 

213.  Date  le  due  corde  B A,  D G del  circolo  A B C D , 
( Fig.  iì6.  ) che  partono  dall’  eftremità  del  diametro  BD  , 
e data  la  terza  corda  A C , fi  dimanda  il  diametro  B D 
del  circolo  . 

Si  conduca  la  corda  BC,  e fi  chiami  AB~a  , 
AC~b  , DCzzc  , il  diametro  BD  — x,  e fi  abballi  la 
perpendicolare  BM  fulla  corda  AC.  Poiché  l’angolo 

BCD  nel  femicircolo  è retto,  farà  BC~  V xx — cc  , 
e perchè  gli  angoli  B AC , BDC  infìllono  al  medefi- 
mo  arco  BC,  e di  più  gl’ angoli  Af,  e BCD  fono  ret- 
ti , faranno  limili  i due  triangoli  BCD , BAM  , quin- 
di 
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di  farà  ANI— ac  ; ma  per  la  decimarerza  del  fecondo 

X 

_ ~ — » i — 2 

d’ Euclide  , è BC—AB+-  A C—  2 CAM  , adunque  farà 
l’equazione  xx — cc—aa+-bb — labe , cioè 

& 

x 3 — ccx  — aax  — bbx  +*  tabe  — o . 

La  moltiplico  per  x,  a fine  di  ridurla  del  quarto 
grado  , e cosi  cofiruirla  per  mezzo  della  parabola  , e 
del  circolo;  ed  è x*- — ccxx  — aaxx  — bbxx  +-  labcx  — o. 

Prefo  adunque  il  luogo  alla  parabola  , che  abbia  per 
parametro  la  minore  delle  tre  corde  ? che  fia  per  e fe tri- 
plo c , cioè  prefa  xx—cy , e.  fatta  la  foftituzione,  na- 
fee  il  fecondo  luogo  yy  ■ — ccy  — aay — bby tabx —o  , 

C C 

che  è pure  alla  parabola  , a cui  aggiunta  la  prima-, 
equazione  xx  — cy  — o , avremo  finalmente  il  luogo  ai 
circolo  , prefe  le  coordinate  in  angolo  retto  , 

yy  — 2 ccy  — aay  — bby  +-  2 abx  +■  xx  — o . 
c c 

Al  raggio  AC—  V aabb-+-ccmm  (facendo  per  bre- 

c 

vità  m-i.ee +•  aa  -hbb)  fi  deferiva  il  circolo  AMBP  , 

2 c 

e prefa  ( Fig.  117.  ) CD-m  , fi  erigga  dal  punto  D 
la  perpendicolare  DE~ab_ , che  terminerà  nella  perife- 
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ria  del  circolo  nel  punto  E , e condotta  la  E Q indefi- 
nita parallela  al  diametro  AB-,  prefa  fopra  di  ella  una 
qualunque  EL—y , fata  l’ ordinata  corrifpondente L M—x, 
ed  il  circolo  il  luogo  dell’equazione.  Al  vertice  E,  affé 
E Q , parametro  — c fi  deferiva  la  parabola  dell’  equa- 
zione xx— cy  ; taglierà  effa  il  circolo  col  vertice  nel 
punto  E , che  mi  dà  la  radice  x — o da  me  intro- 
dotta . Lo  taglierà  in  oltre  ne’  tre  punti  M , N , 
P ; da’  quali  abbaffate  alla  retta  EQ  le  perpendicolari 
ML  , NR,  PQ,  faranno  effe  le  tre  radici  dell’equa- 
zione x 3 — ccx  — aax — bbx  +•  zabx—o  , due  pofitive  , 
ed  una  negativa  . La  prima  pofitiva  ML  non  ferve  per 
■quello  problema  ; imperciocché  , fuppofla  y — c,  farà 
nella  parabola  x — c,  e nel  circolo 


e cc 


x relativamente  al  circolo  è maggiore  di  c , fe  le  due 
corde  a , b non  fono  eguali  tra  loro  5 ed  è eguale  alla 
c,  fe  le  due  corde  a , b fono  eguali , quindi  il  punto 
nella  parabola  , che  corrifponde  all’  affilia  — c,  o cade 
in  M , o cade  dentro  del  circolo  ; adunque  ML,  o è 
minore  di  c , o al  più  ad  effa  eguale , e però  neceffa- 
riamente  minore  dì  ciafcuna  delle  corde  a , b , ed  in__ 
copfeguenza  non  potrà  effere  diametro  del  circolo  . 

La  feconda  radice  pofitiva  RN  ci  fomminifira  il 

ri- 


/ 
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ricercato  diametro  ; la  negativa  Q P ci  fornifce  il  dia- 
metro per  un’altro  cafo,  cioè  quando  le  due  corde.*  , 
che  terminano  al  diametro  , fieno  condotte  dalla  mede- 
sima parte  , come  nella  Fig.  118.  Imperciocché  , fatte», 
le  fiefle  cofe  di  fopra  , fi  conduca  in  oltre  la  corda», 
AD;  efiendo  retto  l’angolo  DAB,  faranno  i due», 
DAC,  MAB  eguali  ad  un  retto,  ma  fono  pure  egua- 
li ad  un  retto  i due  MAB  , MBA  , adunque». 
MBA—DAC—CBD , perchè  infiftente  fui  medefimo 
arco  DC;  quindi  filmili  i due  triangoli  CB  D , MBA  , 
e però  MA— ac  , ma  per  la  duodecima  del  fecondo 

d’Euclide  C B — CA  -t-E  A +•  2 C A M ; adunque  farà  l’e- 
quazione xx  — cc  — bb +-  aa  +-  labe , cioè  x 3 — ccx  — bbx— 

aax — 2abc—o,  la  di  cui  cofiruzione  è la  fitefia  dell’ 
antecedente,  a riferva,  che  per  effiere  ora  negativo  l’ulti- 
mo termine,  fi  dovrà  condurre  DE  (Fig.  117. ) in  fenfo 
negativo , per  lo  che  l’alle  della  parabola  farà  al  di  fiotto 
del  diametro  del  circolo  , e le  due  radici  polìtive  nel 
primo  cafo  fono  negative  in  quello  , e la  negativa  di- 
viene polìtiva  . 

E perchè  manca  nell’ una,  e nell’altra  equazione 
il  fecondo  termine  , ne  viene  , che  le  due  radici  pofi- 
tive  nel  primo  cafo  fono  eguali  alla  negativa  , e la», 
pofitiva  nel  fecondo  è eguale  alle  due  negative  , onde 

Vu  fi 
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fi  fcoprc  , che  la  prima  delle  tre  radici , la  quale  non 
dà  foluzione  alcuna  del  problema  , ad  effo  però  in  cer- 
to modo  appartiene  in  quanto  , che  è la  differenza  de* 
due  diametri . 

PROBLEMA  II L 

214.  Dato  il  rettangolo  AG  DB,  ritrovare  nel  lata 
prodotto  A C ( Fig.  119.  ) il  punto  E tale  , che  condotta. _ 
dall'  angolo  B la  retta  B E , fia  l' intercetta  E F eguale  ad 
una  data  retta  linea  c . 

Quando  in  luogo  del  rettangolo  ABDC , fia  dato 
yn  quadrato  , il  problema  è piano  , ed  è fiato  fciolto 
nel  Capo  IV.  num.  1J6, , ma  fuppofio  ABDC  rettan- 
golo , muta  natura  , ed  è folido  . Chiamata  pertanto 
AB— a , BD~b  , DF—x,  e ripetuto  lo  fieffo  dimor- 
fo del  citato  luogo  , fi  à l’equazione  del  quarto  grado 

x * — 2ax 3 +-  aaxx  — zabbx  +*  aabb 

+-  bbxx  ~ o . 

— ccxx 

Per  cofiruirla  con  im’iperbola  fra  gl’ afintoti  , e con  il 
circolo,  pongo  ab— zx  9 e fatte  le  fofiituzioni , nafce  il 
fecondo  luogo  al  circolo 

xx  — 2 ax  +*  aa  — 2 bz  +•  zz 

+-  bb  ~ o . 

— cc 


/ 


Fra 
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Fra  gl’afintoti  B A , ED  fi  deferiva  l’iperbola  OM 
dell*  equazione  zx  — ab,  che  patterà  per  ilo  punto  C ; 
prefa  una  qualunque  affìtta  BP,  BN  e c.  — Z,  farà  l’or- 
dinata PO  , NM  ec.  z=:?t . Al  centro  C , col  raggio 
eguale  alla  data  retta  c fi  deferiva  il  circolo  OMV, 
che  farà  il  luogo  dell’equazione 

xx  — zax  +*  aa  — tbz  -h  zz 

■+-  bb  ~ o . 

— cc 

Da’  punti  0,  M,  nei  quali  quello  taglia  l’iperbo- 
la,  abballate  le  perpendicolari  OP  , MN , ette  faranno 
le  due  radici  pofìtive  dell’equazione  ; la  minore  fervirà 
per  il  problema  nei  cafo  propofto  dell’  angolo  BAC, 
la  maggiore  per  l’angolo  ACf.  E fe  la  data  retta  c è 
tale  , che  il  circolo  non  arrivi  a tagliare  la  oppofia_. 
iperbola  mo  , l’ altre  due  radici  fono  immaginarie  ; che 
fe  la  taglia  , faranno  negative  reali , e ferviranno  per 
l’angolo  A CD  . 

PROBLEMA  IV. 

215.  Dividere 'in  tre  parti  eguali  un  dato  angolo 
FCB,  (Fig.  120.)  0 Jìa  arco  FAB. 

Siano  H , 7 i punti  , che  fi  cercano  , della  divifìo- 
ne  , adunque  dovranno  edere  eguali  le  corde  FH  , 
HI,  1B  , ed  effendo  dato  l’arco  FAB,  farà  data  la_» 

V u 2 corda 
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corda  FB  , che  fi  chiami  zzz /,  e condotto  il  raggio 
CA~r  perpendicolare  ad  FB , che  la  taglierà  per  me- 
tà in  D , taglierà  pure  per  metà  anco  la  corda  HI , e 
farà  nota  CD,  che  pongo  =: a ; condotto  il  raggio  CK 
perpendicolare  a CA,e.  dal  punto  H abballata  la  HL 
normale  a CK  , fi  chiami  CLzzy  , farà,  per  la  pro- 
prietà del  circolo , H L zz  y rr  — yy  , e condotto  il  rag- 
gio CH , perla  fimilitudine  dei  triangoli  HLC,  CD  E, 
avremo  DE—  ay  .Ma  poiché  1*  angolo  FH  C deve 
Vrr — yy 

edere  eguale  all’angolo  CHI,  per  la  condizione  del 
problema,  e CHI—CED,  per  le  parallele  FB,  HI, 
e CEDzzFEH,  dunque  FHCzz  FÉ  H,  e pei  ò FE—FH, 
ma  FH—HI—  2y  , dunque  FEzzzy,  e tutta  la  FD 
farà  —2y-h  ay  , ma  FDzzf-,  dunque  zy  +-  ay  -f, 
\/rr — yy  ' 1/  rv—yy 

e togliendo  l’afimmetria  , farà 

y * — fy 3 +-ffyy  +-  aayy  — rryy  +-frry ■ — ffrr  zzo  , cioè  ( ef- 
4 - 4 

fendo  rrzzjf-^aa  ) y* — fy 3 — 3 rryy  4-frry—ffrr  — o , 

4 4 

equazione  del  quarto  grado  , la  quale  colle  maniere  già 
fpiegate  fi  potrà  coftruire  , fervendoli  di  que’  luoghi 
conici  , che  più  piaceranno  . Ma  quell'  equazione  è di- 
vifibile  per  y — /,  ed  il  quoziente  è l’equazione.» 
ys  — $rry  + frrzzo  , che  voglio  coftruire  colla  parabola  , 
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e l’iperbola  fra  gl’ aliatoti  ; faccio  adunque  yy~rz  , farà, 
fatta  la  follituzione  , zy  — yy -^.fr zzo  a equazione  ali* 

* 4 

jperbola  „ 

Sia  (Fig.  121.)  ARzz~r  , ed  AB  — ~f  ; prodotte 

indefinitamente  dall’ una  , e dall’altra  parte  1 e A R , AB  _ 
fra  die  come  afintoti  fi  deferiva  l’iperbola  TP  tp  9 che 

pafferà  per  lo  punto  0 ; indi  prefa  la  RC^-r , e dal 

*T 

punto  C condotta  la  CI  indefinita,  e parallela  ad  -ALy 
fe  fi  prenda  una  qualunque  CI—y,  farà  IP  — z,  e l’iperbola 
il  luogo  dell’equazione  zy — yy-bfrzzo  . Al  vertice  C9 

4 4 

diametro  CAf,  parametro  — r fi  deferiva  la  parabola-. 
NCH , taglierà  quella  l’iperbola  nei  tre  punti  T,P,N, 
dai  quali  condotte  le  TS  , PQ  , IV Af  parallele  ad  A Lt 
faranno  effe  le  tre  radici  deli’  equazione  » 

E’  chiaro,  che  la  parabola  taglia  l’iperbola  TP  nei 
punti  T,  P,  poiché  eflfendo  CRzzr  , pollo  quello  va- 

4 

lore  in  luogo  di  z nell’equazione  alla  parabola  yy— rz  , 
ci  dà  y — \r  , ma  - r è fempre  maggiore  di  ~f,  adun- 
que l’ordinata  nella  parabola  corrifpo'ndente  al  punto  R 
farà  maggiore  di  PO,  e però  la  parabola  pafferà  al  di 
dentro  dell’ iper boia. 

Ma  giacché  è dato  il  circolo  nel  problema,  torne- 


rà 


34*  INSTI  TU  Z IONI 

rà  molto  meglio  il  fervirfi  di  quello  perla  corruzione, 
coll’ introdurlo  prima  di  giungere  all’equazione  finale,  e ciò 

col  porre  la  linea  HL  ( Fìg . 120.),  cioè  Vrr — yy  — z ; farà 
adunque  DE  p ay  , e D F—iy  -h  ay  , e però  l’equazione 

z z 

2y  +-  ay  —f , cioè  2yz*~ay—fz,  luogo  all’  iperbola  fra-» 

Z 

gl’ afintoti  . 

Divifa  per  metà  la  DF  in  P , ( Fìg.  122.  ) per  Io 
punto  P,  fi  conduca  la  indefinita  PN  parallela  ad  AC, 
e prefa  QO—\a,  per  lo  punto  0 fi  conduca  V&  in- 
definita, e parallela  a KC . Fra  gl’ afintoti  PN,  V a fi 
deferiva  l’ iperbola  del  rettangolo  af,  la  quale  pafferà 

4 

per  lo  punto  C , e prefe  le  y fulla  linea  CQ  pofitive_i 
verfo  il  punto  K , le  corrifpondenti  ordinate  faranno 
z , e l’ iperbola  il  luogo  dell’equazione  2 zy  -h  ay — fz  — o . 

Taglierà  quella  il  circolo  ne’  quattro  punti  H,  R, 
M,  S,  dai  quali  condotte  perpendicolari  ad  AC  le  HI, 
RG,  MY,  ST , faranno  effe  le  radici  dell’ equazione-* , 
tre  pofitive  HI,  RG  , MY  , ed  una  negativa  ST . 

E’  chiaro  , che  la  radice  HX , o fia  CL  ferve  per 
la  divifione  del  dato  arco  'FAR  ; fìccome  la  radice  YM 
ferve  per  la  divifione  del  refiduo  F MB  a tutto  il  cir- 
colo , imperciocché  fe  mi  folli  proporla  di  dividere  l’ar- 
co F MB,  avrei  avuta  la  medefìma  equazione,  o fia  il  me- 
de fimo  luogo  . 


La 
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La  radice  RG  a.  nulla  ferve  , ma  fi  avverta  però  , 
che  ella  è zzf , cioè  quella,  per  cui  è divifibile  l’equa- 
zione , che  rifulta  dai  due  luoghi  rr—yy  — zz,  z zy 
ay — fz  — o,  cioè  l’equazione  Colica  ritrovata  di- fopra_. 
y*—fy%  ec. 

E per  dimoffrarlo  , prefa  Ooo  — -*-a—OQ,  farà  l’or- 
dinata corrifpondente  del  circolo  G R —f , ma  coGc 
PD  — ~f,  dunque  wRzz-f;  ma  il  rettangolo  collante 
dell’  iperbola  è af , dunque  l’iperbola  taglierà  il  circolo 

4 

nel  punto  R 3 e però  la  radice  RG  corrifpondente  a_» 
quello  punto  è zzf. 

L’altra  radice  TS  ferve  per  la  divilìone  in  tre  par- 
li eguali  di  tutto  il  circolo  , il  che  fi  può  in  quello  mo- 
do dimollrare  . 

Poiché  FD—RG  , faranno  eguali  gl’ archi  FK , 
KR,e  però  prodotta  la  R G in  Z , farà  l’arco  F AB  — R MZ , 
farà  adunque  FR  , o fia  B Z metà  della  differenza  dei 
due  archi  FAB  , FMB  ; ina  fe  fi  fcioglierà  il  problema 
relativamente  all’  arco  B Z , fi  troverà  la  fleffa  iperbola 
HCS , e farà  ZS  un  terzo  dell’arco  B Z , cioè  un  ter- 
zo della  metà  della  differenza  degl’ archi  FAB  , FMB, 
e però  BS  un  terzo  della  detta  differenza;  ma  HB  è 
due  terzi  di  FAB  , e però  un  terzo  della  fomma  dei 
due  archi  FAB  , RMZ  , dunque  la  fomma  di  HB  , e 

BS, 
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BS , cioè  l’arco  HS  farà  la  terza  parte  di  tutto  il  cir- 
colo , il  che  ec. 

216.  Quello  Problema  è flato  fciolto  in  un’  altra-*, 
maniera  al  num.  nr.  , e fi  è veduto  , che  nel  calo  , 
che  il  dato  angolo  fia  retto  il  Problema  è piano . Negl* 
altri  due  cali  dell’angolo  ottufo  , ed  acuto  fono  giunta 
alle  due  equazioni  cubiche  ibx 3 — 3 aaxx  +-  a*  — o , 
2 bx*  +-  3 aaxx  — a 4 =0  . 

Ma  fe  fi  rifletta  , che  prefa  nella  prima  equazione, 
che  ferve  per  l’angolo  ottufo,  la  x negativa  , fi  muta-» 
ella  nella  feconda,  che  ferve  per  l’angolo  acuto,  balle- 
rà cofiruire  l’equazione  del  primo  cafo  , poiché  la  ra- 
dice negativa  di  quello  darà  la  foluzione  per  l’altro. 

Moltiplico  adunque  la  prima  equazione  per  x~o, 
a fine  di  ridurla  del  quarto  grado,  e la  divido  per  2 b, 
farà  effa  pertanto  „v4 — 3 aax'>  +-  a*x  cu  o. 

zb  z b 

Prendo  l’equazione  alia  parabola  xx — 3 aax  ~ ay , 

~^b~ 

e fattone  il  quadrato,  farà  a-4 — 3 aax’  +-  9a+xx  — aayy  , 

2 b 1 6 b b 

onde  foflituito  in  luogo  dei  primi  due  termini  a-4— 3 aax1 
il  loro  valore  , farà  yy — 9 aaxx  -h  aax  —o  . 

l6b  b z b 

Soflituifco  in  luogo  di  xx  il  fuo  valore  ay  +-  3 aax  , 

ed 


% 
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ed  ó l’equazione  yy — ya'y  — rya^x  +■  aax  —o  , a cui 

1 6bb  6qb 5 ih 

aggiunta  la  prima  xx  — ^aax — (ara  finalmente 

4 b 

yy — 9a*y  — ija 4 x 4-  aax  +-  xx — $aax  — ay  — o,  equa- 
i6bb  <5q.b3  zb  4 b 

zione  al  circolo  , prefe  le  coordinate  in  angolo  retto  . 

Al  raggio  CG  ~ V mm  +.»».(  fatta  per  brevità 
2wrya8  +•  i6abb  , e in—zja‘r+-  \6aabb  ) fi  deferiva-. 
1 6bb  6^bl 

il  circolo  MNH , e prefa  CD~m , ( Fig.  125.  ) fi  con- 
duca dal  punto  D la  D A perpendicolare  a CD  3 ed 
eguale  ad  n 3 che  incontrerà  nel  punto  A la  periferìa-, 
del  circolo  ; per  lo  punto  A fi  tiri  AK  parallela  ad  RG3 
prefa  una  qualunque  AK~y,  farà  la  corrifpondente_» 
ordinata  KH~x , ed  il  circolo  il  luogo  dell’equazione. 

Sulla  retta  AD  fi  prenda  Alzz^aa,  e per  lo  pun- 
ire 

to  I condotta  L 0 parallela  ad  AK  , fe  ne  prenda  la-, 
porzione  IL  = pa3  } ed  al  vertice  L , afte  LO,  paranie- 

£4  bb 

tro  = a 3 fi  deferiva  la  parabola  apolloniana  A LH  ; 
prefe  dal  punto  A le  afflile  y full’alfe  AK,  faranno  le 
corrìfpondenti  ordinate  KH—x  , e la  parabola  il  luogo 
dell’equazione  xx — 3 aax—ay,  la  quale  incontrerà  il 

ir 


X X 


circolo 
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circolo  nei  quattro  punti  A,  M,  H,  N ; il  punto  A mi 
dà  la  radice  da  me  introdotta  eguale  a zero , e le  tre 
perpendicolari  Q M , P N,  K H alla  iK  mi  daranno  le 
tre  radici  dell’equazione  . La  prima  QM  polltiva  fervirà 
per  l’angolo  ottufo  ; la  feconda  negativa  PN  per  l’an- 
golo acuto  ; la  terza  K H fervirà  per  dividere  in  tre^ 
parti  eguali  l’angolo  , che  è la  differenza  tra  l’angolo 
dato  , e l’angolo  retto  . 

E che  ciò  fia  vero  ; ila  ( Fìg.  123.  ) l’angolo  dato 
MA B , ad  AB  fia  perpendicolare  AH , e fi  voglia  di- 
videre in  tre  parti  eguali  l’angolo  MAH,  differenza  fra 
il  dato  MAB  , e l’angolo  retto  HAB  . Si  fupponga_. 
effer  divifo  dalle  rette  AC  , AD  , ripetuto  il  difcorfo 
del  num.  no.,  farà  AC— CD,  ed  il  triangolo  ACH 
firn  ile  al  triangolo  D AH  , e però  fi  avrà  l’analogia 
CH,  H A:\HA,  DH  . 

Denominando  adunque,  come  nel  citato  num.  no., 
AB  — a , BR  — b,  e chiamata  B C—  x,  farà  RC—x — b, 

BH—aa,CH—x  — aa,AR  — ^/aa—bb,HA~ a [/aa — bb, 

~T  ~T  7 

A C—  j/aa  + xx  — 2 bx , D H—  x — aa+-  j/aa-b  xx—zbx , 

T 

e però  foftituiti  nell’  analogia  i valori  analitici  , farà 

x — aa , a y'aa — bb  : : a g/aa — bb , x — aa+-  yraab  xx — 2 bx, 
T T b b 


cioè 
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trio  è l’equazione 

X tia- — bb  — x—aa  X x — aa  4-  r/’aa  +-  xx  — zbx  , la 
bb  T T 

quale  ridotta,  e finalmente divifa per  aa  — bb  fi  trova efiere 

ibx*  — $aaxx  -ì-  o , che  è appunto  l’equazione,  che 
fi  à cofiruita  . 

Oltre  gl’ angoli  minori  di  due  retti,  che  infifiono 
ad  archi  minori  del  femicircolo  , e che  Entranti  s’ap- 
pellano dagli  Architetti  , fi  danno  pure  degl’ angoli  mag- 
giori di  due  retti  , che  infifiono  ad  archi  maggiori  del 
femicircolo,  e che  fi  chiamano  Salienti.  Si  coniìderi, 
come  pofitiva,  la  inclinazione  delle  due  linee  AB,  AM, 
( Fig.  124.)  che  mira  verfo  C,  negativa  quella,  che-, 
mira  verfo  D . Sino  a tanto  , che  la  inclinazione  delle 
due  linee  AB,  AM  farà  pofitiva,  e mirerà  verfo  C , 
l’angolo  MAB  farà  entrante,  minore  di  due  retti  , ed 
infilzerà  ad  un’arco  BCM  minore  del  femicircolo . Se  le 
due  linee  AiB , AiM  formeranno  una  linea  retta-. 
2 B2M,  l’inclinazione  farà  nulla.  Ma  fe  l’inclinazione 
diverrà  negativa  , piegando  le  linee  A$B , A 3 M dalla 
parte  di  D , allora  l’angolo  ^MA^B  fi  trasformerà  ih 
fallente  , maggiore  di  due  retti , ed  infifterà  ad  un’arco 
3MC3B  maggiore  del  femicircolo.  La  trilezione  adun- 
que di  un  qualunque  angolo  dato  può  anco  richiederli 
di  angolo  faliente  . 


Xx  2 


Ora 


348  ISTITUZIONI 

Ora  fi  confideri , che  influendo  la  linea  A B fopra 
la  linea  MAE  , ( Fig . 123.  ) mentre  fi  forma  l'angolo 
MAE  , nafcono  di  confeguenza  altri  tre  angoli  , cioè 
l’entrante  BAE9  che  unito  al  parimente  entrante  dato 
MAE  compie  i due  retti,  ed  i falienti  MAE  , BAE, 
che  uniti  ai  corrifpondentì  entranti  compifcono  i quat- 
tro retti  . 

Le  tre  radici  perciò  della  nofira  equazione^ 
2 bxl  — 3 aaxx  + a*—o  fervono  a tripartire  tutti  e quat- 
tro i mentovati  angoli . Col  mezzo  della  più  piccola 
ponti  va  fi  divide  in  tre  parti  eguali  l’ angolo  ottufo 
MAE  -,  e col  mezzo  della  negativa  l’angolo  acuto  BAE, 
come  fi  è veduto  ; ma  fi  è altresì  veduto  , che  la  mag- 
giore poiitiva  ferve  per  l’angolo  MAH,  ora  quella-^ 
appunto  ferve  altresì  per  tripartire  ambedue  i falienti 
MAE  , BAE  . E vaglia  il  vero  : l’angolo  fallente  BAE 
fi  eguaglia  a tre  retti  più  l’angolo  MAH;  la  terza 
parte  adunque  dell’angolo  fallente  BAE  dovrà  eflere 
eguale  ad  un  retto  più  la  terza  parte  dell’angolo  MAH , 
e tale  fi  è l’angolo  CAB.  Non  altrimenti  l’angolo  fa- 
llente MAE  equivale  a tre  retti  meno  l’angolo  MAH, 
o fia  hAE,  e confeguentemente  c AB  farà  la  fua  ter- 
za parte,  ficcome  eguale  al  retto  h AB  meno  l’angolo 
hAc  terza  parte  dell’angolo  hAE. 

217.  Se  per  dividere  il  dato  angolo  in  tre  parti 
eguali, mi  folli  fervuta  del  Problema  XIII.  num.  108., farei 

giunta 
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giunta  all'equazione  x% — %hxx — %rrx+-brrz: o,  e mol- 
tiplicandola per  x — Oj  x 4 — 3 bxs  — $rrxx  ■b-hrrx  ~o  „ 
Quindi  prefb  il  luogo  alla  parabola  xx — 3 bx  = by  , e 

% 

fatto  il  rimanente  al  folito  , fi  avrà  un’  altro  luogo  al 
circolo  , prefe  le  coordi  nate  in  angolo  retto  , cioè 
yy — i6b*y — iQ.brry  — 3 pà}  x — tSbrrx  4-  xx^zq. 

ibi  : ""  r~m~  " 

Defcritti  9 e combinati  quelli  due  luoghi  , mi  da- 
ranno la  fletta  colfruzione  della  Figura  125,,  di- 
yerfa  folo  nelle  quantità  cognite  ; imperciocché  farà  in 

quello  calo  il  raggio  del  circolo  CG — Virimi  nn  (fatta 
per  brevità  2m—i6bl-i~2^brr3  e zn  — ^pb'’  +•  tSbrr  ) s 

8 b b 8 b b 

e farà  CD  — 2 6bz  4-  z^hrr  , DA  ~ x$b 3 +-  28 brr  , 

1 6bb  >'<  ióbb 

A I—  3 è , ed  IL  — yb  . 

4 jó 

a 18,  Dallo  fletto  Problema  fi  à la  maniera  genera» 
le  per  dividere  un  qualunque  dato  arco  , o angolo  in_» 
quante  fi  vogliano  parti  eguali  ; coficchè  per  dividerlo 
in  cinque  parti  eguali , fi  à l’equazione 

5r+A? — iowtf3-t-.vs  zzb  3 cioè 
r 4—~  lorrxx  4-  5 a?4 

x 5 - — - 5 bx 4 — lorrx 3 +- 1 obrrxx  4-  * x — brezzo  . 
Per  cofiruirla  , prendo  il  luogo  alla  parabola  apollonia- 
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na  xx~ry,  e fatte  le  follituzioni , nafce  il  fecondo  del 
terzo  grado 

xyy  — 5 byy  — I o rxy  4-  I obry  +-  5 wx  — * brr  — o , 
cioè  x — ^byy  — i obry  4-  brr  . 

yy — iory  4-  $rr 

Defcritto  adunque  il  luogo  di  quella  equazione  , 
che  farà  ( Fig.  12 6.  ) la  curva  dei  tre  rami , cioè  HT 
fra  gl’ afintoti  RK  , BC;  GMQ  fra  gl’ afintoti  DI, 
KR  , ed  fniL  fra  gl’ afintoti  DF,  DI,  in  cui  full’ alle 
JF  fono  le  y s e le  corrifpondenti  ordinate  fono  le  x. 
Se  al  vertice  A , col  parametro  — r,  all’ alfe  AV&  de- 
fcriverà  la  parabola  dell’equazione  xx  — ry,  incontrerà 
ella  la  curva  in  cinque  punti  0 , M , T , i , Q , i qua- 
li determineranno  le  cinque  radici  or,  MN , TV,Si, 
P Q,  tre  pofitive,  e due  negative  dell’equazione  propolla. 

2ip.  Cosi  per  dividere,  in  quante  altre  parti  eguali 
fi  vuole  di  numero  difpari  maggiore,  un’arco,  o angolo 
dato , altre  curve  ritroveranfi  relativamente  al  grado  dell’ 
equazione  . 


CAPO 
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CAPO  V. 

Della  corruzione  de*  luoghi , che  fuperano  il  fecondo  grado . 

220.  I N due  diverfe  maniere  fi  poffono  cofiruire  i 
luoghi , vale  a dire  defcrivere  le  curve  efpreffe  da  equa- 
zioni .,  che  fuperano  il  fecondo  grado , fe  però  nell’  una , . 
e nell’altra  maniera  può  dirfi  defcrivere  , e non  piutto- 
fio  adombrare  , e fare  qualche  idea  di  tali  curve  . 

La  prima  maniera  è per  via  d’infiniti  punti  ; la 
feconda  col-  mezzo  di  altre  curve  di  grado  inferiore  , e 
già  defcritte  , cosi  che  un  luogo  , o fu  equazione  del 
terzo  grado  fi  cofiruifca  col  mezzo  di  una  retta  , e di 
una  fezione  conica  ; un  luogo  , o equazione  dei  quarto 
col  mezzo  di  due  fezioni  coniche  ; un  luogo  , o equa- 
zione del  quinto,  col  mezzo  di  una  fezione  conica,  e 
d’un  luogo  del  terzo,  e cosi  di  mano  in  mano  per 
ordine  . 

221.  E quanto  alla  prima  maniera  per  via  d’infiniti 
punti  ; in  primo  luogo  fa  d’uopo  ridurre  l’equazione  in 
modo  , che  una  delle  due  incognite  , cioè  quella  , che 
ci  tornerà  più  comoda  , fia  libera  da  frazioni  , da  coef- 
ficienti , e che  fia  di  una  fola  dimenfione  , e polla  fola 
da  una  parte  del  fegno  d’egualità,  il  che  fi  potrà  fem- 

pre 
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pre  fare  coi  metodi  fpiegati  al  Capo  IL,  qualora  rifpetto 
a tale  incognita  ( confiderando  1*  altra , come  una  collan- 
te ) l’ equazione  fia  di  natura  fua  piana  , cioè  non  ecce- 
da il  fecondo  grado  ; come  per  efempio  l' equazione»* 
xyy  +-  taay — ^ 3 , cioè  yy  +-  raay  — xx,  la  quale  trattata»* 

X 

con  le  regole  delle  quadratiche  affette  ci  dà 

y~ — aa±.i/x*-ba*  . 

X 

In  quello  modo  date  , o ridotte  le  equazioni , Ia_» 
maniera  di  collruirc  il  luogo , o fia  la  curva  da  effe», 
efpreffa,  confile  nel  dare  all’ una  delle  due  incognite».  , 
cioè  a quella,  che  è nell’omogeneo  di  comparazione»., 
(prefa  da  un  punto  fiffo  fopra  una  retta,  che  ferva  per 
affé,  o diametro,  fecondo  che  l’angolo  delle  coordinate 
deve  effere  retto , o obbliquo  ) come  farebbe  alla  x 

nell’equazione  y — — aa ^ x^  +•  a*  , nel  dare  , dilli, 

X 

un  valore  arbitrario,  per  mezzo  di  cui  viene  ad  effere 
darò  neceffariamente  il  valore  dell'altra  , cioè  della  y , 
la  quale  dall’  eftremità  del  valore  della  prima  effendo 
alzata  nel  dato  angolo  delle  coordinate  , ci  fornifce  un 
punto  della  curva  da  defcriverfi  ; un’altro  valore  , che  li 
dia  alla  fteffa  incognita  x , fomminiftra  un’altro  valore 
della  y , cioè  un’altro  punto  della  curva,  e cosi  di  ma- 
no in  mano  affegnando  altri  valori  alla  x,  altri  fe  ne_* 


ave- 
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averanno  della  y , i quali  ci  daranno  altrettanti  punti 
della  curva  , il  numero  de’  quali  quanto  più  farà  gran- 
de , tanto  più  farà  efatta  la  defcrizione  della  curva», 
lleffa  5 e fi  avrà  perfettamente  efatta  allora  folamente  , 
quando  fe  ne  abbiano  infiniti , anzi  un  numero  infini- 
tamente infinito  di  tali  punti. 

222.  A motivo  di  maggiore  fe  triplicità  fupporrò 
Tempre  in  apprettò  , che  le  curve  fieno  riferite  agl’  affi , 
cioè , che  l’angolo  delle  coordinate  fìa  retto  , giacché 
nel  cafo  , che  l’angolo  fia  obbliquo  nefilm’ altra  altera- 
zione fuccede  , che  nel  dato  angolo  fieffo  . 

223.  Per  più  facilmente  intendere  la  applicazione  dei 
metodo,  prendo  per  primo  un’efempio  femplice  di  curva 
già  nota,  cioè  dell’  iperbola  equilatera  yy  — xx — aa  , 

vale  a dire  y — ±.  V xx — aa. 

Sia  A il  punto  fiffo  principio  delle  x da  prenderli 
full’ indefinita  A E . ( Fig.  127.  ) In  primo  luogo  cerco, 
quale  ordinata  corrifponda  al  punto  A , cioè  cofa  fia  la 
y quando  x zz  o ; fofiituito  adunque  il  zero  in  luogo 

della  x nella  data  equazione  , troverai!!  y — +;  1/0  — aa  , 
cioè  y immaginaria  , dunque  al  punto  A non  corrifpon- 
de  alcun  punto  in  curva  . Se  fatta  x — o , aveffi  dall’ 
equazione  non;/  immaginaria  , ma  y~o  , la  curva  prin- 
cipierebbe dal'  punto  A . Offiervo  , che  qualora  fia  x 

minore  di  a3  la  radicale  V xx  — aa  farà  fempre  di  quan- 

Yy  tità 
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tità  negativa , e però  y immaginaria , adunque  fattala 
AB— a,  aduna  qualunque  a?  minore  di  A B corriipon- 
Tempre  y immaginaria , cioè  neiTun  punto  in  cur- 
va. Prendo  x — a — AB  , farà  y — ~ V aa — aa—o  , e_* 
però  B farà  un  punto  in  curva  , vale  a dire  la  curva-, 
avrà  origine  nel  punto  B.  Prendo  x-.za  — AC 3 farà 

y-±:  ^4 aa — aa  , cioè  y-±L,  v~$aa , pofitiva,  e negati- 
va ; fatta  adunque  CD  pofitiva,  e Cd  negativa.  — 
faranno  i due  punti  D,  din  curva.  Prendo  a?  =3 a^~AE% 

farà  y-t:  fatta  pericò  E M pofitiva,  ed  Eri 

negativa  :=  1 s ~Saa  , faranno  i due  punti , M , m in  cur- 
va ; e così  di  mano  in  mano  dando  altri  valori  alla  x 
fi  averanno  altri  valori  della  y , E’  facile  il  vedere  , 

che crefcendo  la  x crefcerà  fempre  la  quantità  V xx  — aa, 
cioè  il  valore  della  y pofitiva  , e negativa  di  modo,  che 
s’ anderà  fempre  più  allargando  la  curva  , ed  allontanan- 
do al  di  fopra  , e di  lotto  dell*  alfe  , e prendendo  final- 
mente x infinita  , poiché  il  fottrarre  quantità  finita  da_. 
infinita  è lo  fiefio , che  fottrarre  nulla  , farà  pure  Io 

flefio  V xx  — aa  , che  V xx  , quindi  avraffi^  =;  ± i/xx, 
cioè  y—±x\  dunque  y pofitiva , e negativa  infinita  , c 
però  anderà  in  infinito  la  curva , 

224.  E perchè  nell’equazione  y-±  1 sXx  — aa  Ia_. 
incognita  x è elevata  a potefià  pari , cioè  al  quadrato  , 

fe 


I 
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fe  fi  prenda  la  x negativa  , nulla  lì  altera  l’equazione 
flellà  , quindi  è , che  dando  alla  a?  dei  valori  negativi , 
cioè  prendendola  dalla  parte  di  A verfo  F , defcriveraflì 
h rterta  curva  di  prima  ? ma  polla  al  contrario  col  ver- 
tice H,  ertendcs  AH—AB,  ed  a nelTuna  affirta  x po- 
fitiva , q negativa  prefa  tra  B , ed  H corrifponderà  or- 
dinata y pofitiva  3 o negativa  reale  , vale  a dire  nertìra 
punto  di  curva . 

225.  Sebbene  manifeflamente  fi  vede  , che  la  data 
curva  in  nell'un  punto  fuori  de’  vertici  B,  H taglia,. 
TalTe , poiché  crefcendo  la  x , crefce  Tempre  la  y , nul- 
la di  meno  però  di  moltillìme  fuccede  , che  oltre  il 
vertice  in  altri  lo  taglino  , nel  qual  cafo  la  y deve  ne- 
celTariamente  elTere  zero  ; adunque  per  avere  quelli 
punti  lì  dovrà  nella  data  equazione  fuppore  yzzo  , e_j 
ricavare  i valori  della  x in  quella  fuppolìzione  , i quali 
ci  daranno  i punti  cercati  . Supporta  per  tanto  nell’  equa- 
zione yy  — x x — aa  la  y~o  , ùvaxx  — aa,  cioè  x — iza, 
adunque  ne’  foli  punti  B , H la  curva  taglia  l’arte  , e 
non  in  altri  . 

226.  Se  fra  i punti  B , C fi  prenderanno  altri  va- 
lori della  x.,  altri  valori  corrifpondenti  fi  avranno  pure 
dellay,  cioè  altri  punti  di  curva  tra  B,eD,  ovvero  d per 
modo  , che  quanti  più  punti  tali  fi  avranno  più  efatta_. 
farà  la  defcrizione  della  parte  BD,  o Bi  , nè  fi  avrà 
mai  perfetta  , fe  non  quando  i punti  fiano  infiniti  . 

Yy  2 Nella 
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Nella  (leda  maniera  fi  difcorra  di  qualunque  altrM 

porzione  . 

227.  E’  chiaro  , che  fe  fatta  infinita  una  qualunque 
delle  due  incognite  , l’altra  non  fia  nè  infinita,  nè  im- 
maginaria , ma  o fia  finita,  o eguale  al  zero,  farà  la  pri- 
ma un’  afintoto  della  curva  , il  quale  corrifponderà  al 
punto  determinato  dal  valore  della  feconda  . Per  vede- 
re adunque  fe  una  curva  à afintoti , e dove  , baderà 
fare  la  y infinita  , e vedere  qual  valore  rifulta  dalla  e- 
quazione  per  la  x ; indi  fare  infinita  la  x , e vedere.» 

qual  valore  rifulta  per  la y . Nell’equazione)/—  -£  \/x x — aar 

fatta  y infinita,  farà  v xx — aa  — 00 , e però  xx~ 00  +-  aa9 
cioè  xx  eguale  all’infinito  , e però  x infinita,  perchè  la 
radice  di  quadrato  infinito  è fempre  infinita  ; adunque^, 
la  y non  può  edere  infinita  , fe  non  quando  fia  infinb 
ta  anche  la  x , ond’  è che  l’ade  delle  y non  può  edere 

un’ afintoto  . Fatta  infinita  la  x , farà  V xx  — aa  lo  flef- 
fo  che  x , poiché  a quantità  infinita  l’aggiungere  , o 
levare  quantità  finita  è lo  fiefiò  , che  aggiungere  , o 
levare  nulla  , adunque  farà  la  y~±.x,  cioè  fatta  x infi- 
nita , è infinita  anche  la  y , quindi  l’ade  delle  x noru 
potrà  edere  un’ afintoto  . 

228.  Non  così  nell’equazione  ay  +*  xy~bb  , che  già 
altronde  fi  fa  edere  all’iperbola  fra  gl’ afintoti;  imper- 
ciocché prefa  y infinita  , faranno  infiniti  i due  termi- 
ni 
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ni  ay+'xy,  e rifpetto  a loro  farà  nullo  il  termine  bb  9 
e però  l’equazione  farà  ay  +-  xy  — o , cioè  dividendo  per 
y,  x = — a , adunque  prefa  xzz  — a9  l’ordinata,  che  in 
quel  punto  è infinita,  farà  un'afintoto  della  curva.  Pre- 
fa poi  x infinita  , poiché  i due  rettangoli  ay  , xy  nella 
fì-effa  altezza  y fono  tra  loro  , come  le  baia  a,  x,  farà  il 
fecondo  infinitamente  maggiore  del  primo  , cioè  farà 
nullo  ay  riguardo  ad  xy  ; e però  cancellato  dall’  equa- 
zione il  termine  ay  , reflerà  xy  — bb  3 o fia  y~ bb  , ma 

• X 

x è infinita  , dunque  y — bb  — o ; ficchè  quando  yzz o, 

"00 

la  x è infinita,  e però  è un’afintoto  della  curva  . 

225?.  Si  avverta  però  , che  quello  metodo  a luogo 
fidamente  nel  calo  degl’ afintoti  paralleli  alle  coordina- 
te , e non  altrimenti  ; ed  infatti  l’iperbola  yyzzxx — -aa 
à beniffimo  i fuoi  afintoti  , ma  che  non  fono  alle  coor- 
dinate paralleli,  e però  in  quello  cafo  non  ferve  la  ma- 
niera fpiegata , ma  ci  vuole  altro  artifizio  3 il  quale  per- 
chè dipende  dal  metodo  degl’ infinitefimi , fa  d’uopo  ri- 
fervarlo  per  altro  luogo . 

230.  Rimane  il  vedere  , fe  la  fuddetta  curva-. 

y— ì.  V xx  — aa  fia  concava,  o convelfa  all’ alfe  , per 
la  qual  cofa  prendafi  dall’origine  una  qualunque  affida 
A E di  determinato  valore  , e col  mezzo  della  data_* 


equa- 
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equazione  fi.  ritrovi  il  valore  della  corrifpondente  ordi- 
nata EM  ; indi  prefa  un’altra  affilia  AC  di  determinato 
valore  minore  della  prima  , fi  trovi  il  valore  della  cor- 
rifpondente ordinata  CD,  efi  conduca  la  retta  B M,  che 
taglierà  in  I la.  CD  prodotta  , fe  fa  di  bifogno , ed  ef- 
fendo  note  le  A E , A C , o fia  le  B E , È C,  e la  ordi- 
nata EM , per  la  fimilitudine  de’  triangoli  BEM , BCI 
troveraffi  il  valore  della  CI , e fe  quella  farà  minore^ 
di  CD,  la  curva  farà  concava  all’ alle  A E , com’  è chia- 
ro ; e fe  farà  maggiore  , la  curva  farà  convella  . Nella 

data  equazione  prendo  x — AE—$a,  farà  y — i/ %aa  , 

prendo  x—AC—ia  , farà  y~  CD  zz  V ^aa  , e poiché 

BE  — ia,  BC—a  , farà  CI  — \/8aa—  j/  2 aa,  cioè  mino- 

2 

re  di  CD , e però  la  curva  concava  all’ alle  A E . 

231.  Vale  però  quell’illazione  in  quelle  curve  fola- 
mente  , le  quali  non  abbiano  punti  di  flelìb  contrario  , 
o di  regreflò  ; ma  perchè  quelli  anno  i loro  metodi 
particolari,  de’  quali  non  è quello  il  luogo  di  trattare, 
quindi  è , che  per  ora  non  fi  può  formare  un’idea  giu- 
Ha , e compita  delle  curve  . 


ESEM- 


( 
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ESEMPIO  II. 


Sia  l’equazione  y * r: aax , cioè  yzz  y aax  ; condot- 
te le  due  indefinite  BH  , DC , ( Fig.  128,  ) che  faccia- 
no l’ angolo  dato  B A C eguale  a quello  delle  coordina- 
te , fi  prendano  nella  A C dal  punto  A le  x , e fulla— 
AB  , o fia  parallele  alla  AB  le  y . Cerco  primieramen- 
te , fe  la  curva  palfa  , o nò  per  lo  punto  A , cioè  co- 
fa  fia  y'  quando  x — o ; ma  pofla  x — o , fi  trova— 

y—  j/  aaX°  ? cìoèjy  = o,  adunque  la  curva  palfa  per 
Jo  punto  A . Cerco  in  oltre  , fe  la  curva  taglia  Palle— 
AC  in  altro  punto  , vale  a dire  cola  fia  la  x , polla— 

yzz  o,  e .trovo  |/  aax  zzo,  cioè  #—0;  adunque  in— 
nelfun’ altro  punto  fuori  di  A la  curva  taglia  Palle . Fac- 
cio x^AM—\a>  e farà  la  data  equazione  y — 1/  a3  , 


Z 


parallela  ad  AB  , farà  P 


un  punto  incurva.  Faccio  x — AC—a,ohi\y  — J/ a1  — a. 


alzata  adunque  CN  — a , e parallela  ad  AB  , farà  N 
un’  altro  punto  in  curva  ; e così  facendo  fuccelfi vaine n- 
te  , fi  troveranno  quanti  punti  li  vogliono  , per  i quali 


palla 
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paffa  la  curva  della  data  equazione  . Faccio  finalmente 

x infinita  , cioè  x — oo  , e farà  y — j/  aa  X co  , cioè  y 

infinita,  e però  la  nofira  curva  va  all’infinito.  E poi- 
ché prefa  xzzo  , è pure  y zzo  ; e prefa  x zz  oo  , è pure 
y — oo  , la  curva  non  avrà  afintoti  paralleli  alle  coor- 
dinate . 

Si  conduca  la  fottefa^iV,  che  taglia  in  I la  MP 
prodotta  , fe  fa  bifogno  ; poiché  AM—\a  , A C — a , 

CN—a  g farà  MI— la  , ma  MP—  ^ 3 , adunque  MI 

2* 

farà  minore  di  MP,  e però  la  curva  concava  all’ alfe  AC. 

Si  prenda  ora  la  affida  x negativa  . Poiché  nella., 
data  equazione  y 3 = aax  la  x è di  efponente  difpari  , 
quando  fi  prenda  negativa  dovrà  mutare  il  fegno  , e 

l’equazione  farà  quell:’ altra  y>  — j/  — aax  , la  quale  , 

come  chiaramente  fi  vede,  prendendo  i valori  della  x 
dalla  patte  dei  negativi  , cioè  da  A verfo  D , ma  egua- 
li ai  già  prefi  della  parte  dei  pofitivi  , ci  darà  altret- 
tanti valori  negativi  della  y eguali  ai  pofitivi , quindi 
il  ramo  A E farà  affatto  lo  fleffo  del  ramo  AN  , ma 
pollo  in  fenfo  contrario  . 


ESEM- 
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ESEMPIO  III. 


Sia  l’equazione  a1  — zyy  — o , cioè  y — a ’ 9 e 

z 

fi  prendano  le  z dal  punto  A full’  afte  AC\  Fig.  129.)  Cerco 
primieramente  , fe  la  curva  palli  per  lo  punto  A , fatta 

adunque  z =: o,  l’ equazione  by  — hy/  # 5 , cioè  jy  = ± oo5 

O 

adunque  BD  infinita  d’ambe  le  parti  di  ^ farà  un’ afin- 
toto  della  curva . Cerco  fe  in  nefliin  punto  la  curva  ta- 
gli l’ affé  , e però  pongo  y — o , e l’equazione  farà 

£.  _£_3  — o , cioè  o — a 3 , vale  a dire  z — a 3 , e però 

Z Z o 

Z — oo,  adunque  quando  fia  y — o farà  z — 00  , e però 
AC  farà  un’altro  afintoto  . Prefa  z —a  — AE  , farà 

y~±.  j/  a1  , cioè  j/zc+r  a , fatte  adunque  EFpofitiva,  ed 

a 

EG  negativa  zza  5 faranno  i punti  F , G in  curva-.  . 
Prefa  z — 2a  — AH  5 farà  y —±  y/  ^ 3 5 cioè  jy  =:  ±.  1/ 

fatte  adunque  HI  pofitiva  , ed  HK  negativa  = /- 

& 

faranno  i punti  1 4 K in  curva  . Prendendo  fucceffiva- 
mente  nuovi  valori  di  z fempre  maggiori,  rifiateranno 

Z z 


aa , 

Z 


nuovi 
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nuovi  valori  della  y Tempre  minori  di  modo  , che  i due 
rami  FI,  GK  in  tutto  fumili,  ed  eguali  della  curva- 
sonderanno  dall’ una,  e dall’altra  parte  accodando  agl’ 
afintoti  BD  , AC,  fenza  però  mai  toccarli , fe  non  irw* 
infinita  diftanza  dal  punto  A , 

Rifpetto  alle  affitte  z negative  , poiché  l’efponente 
di  z è difpari  , fe  fi  prenda  negativa , converrà  mutare 
il  fegno  al  termine  • — zyy  3 e l’ equazione  farà 

zyy  — o , cioè  y — iz.  i/ — <2  * , vale  a dire  l’ordinata  y 

- * Z 

immaginaria  , adunque  dalla  parte  delle  affitte  negative 
non  vi  farà  curva  . 


Per  vedere , fe  la  curva  fia  concava , o canveffa 

all’ atte  AC\  prendo  AC-^a,  farà  CM^j/aa,  e_» 

? 

condotta  FM , che  tagli  in  0 la  HI  prodotta , fe  fa  In- 
fogno , ed  MN  parallela  ad  A C , farà  NF—a  — Waa, 

T 

PI—  J^a^-W  aa_,  e facendo  l’analogia  MN,NF':;MP, 

' "»  ì 

PO  , cioè  za  , a- — y/aa  a,  PO,  farà  PO— a — j/ aa, 

ì i 

z 

adunque  fe  PO  farà  maggiore  di  PI f la  curva  farà 
canveffa  all’  affé  A C , il  che  fi  ricerca  così , Quando 


fia 
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Ila 


a - — j/^>  ^ aa—  yf  aa  , farà  anche  , moltipli- 


cando per  2 9 a — • y/ aa^  z^ aa  — z y/  aa  9 ed 

— _ T T~___'T' 

0+-  y/  aa  > zy/ aa^ e quadrando 3 aa  +-  za  y/ ’aa  -t-aa^zaa, 

3 * 3 3 

.e  moltiplicando  per  3 , ^aa-t-Ga^/  6aa , e ri- 
ducendo i termini  3 j>  2^  , e dividendo  per  20, 

3 

3 ji/^z  >ii,e  finalmente  quadrando  , farà  ^ , 

3 3 

ma  è vero , che  paa  > aa  , adunque  è anche  vero  , 


iAf  > 1 

/ aa — | 

3 f 

X 

re  di  P-f , ed  in  confeguenza , che  la  curva  è convella 
all’alTe  AT . 

ESEMPIO  IV. 

Sia  la  curva  dell*  equazione 


y * 4## 


aa  — 2xx±.  al/ aa  *-8ax . Prendendo  ful- 


la  AB  indefinita  ( Fig.  130.  ) le  x dal  punto  fifio  A , e 

Zz  2 le 
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le  y fulla  AT)  , che  faccia  l'angolo  D AB  delle  coordi- 
nate 5 fe  fi  ponga  x — o , farà  y—iz^ aa±  a V aa  » 

cioè  jv  — i:  y^2aa  j ed  _y  = +:  j/o , vale  a dire  y~±z  a,  ed 

z z 

y~ o ; adunque  fatta  A E pofitiva,  e negativa  =a,  i punti 
E , A , E faranno  in  curva . Per  vedere  dove  la  curva 
tagli  TalTe  AB  , pongo  yzzo  , e però 


|/4 ax  +-  aa  — 2xx ± a V aa  -h  8 ax  ~o  3 e quadrando 


e trafponendo  , qax  +-  aa — -zxx  — '+z  aV  aa-^  Sax,  e di 
nuovo  quadrando i6aaxx-h  Sa3 x +■  £++- 4a;+ — \6axl  — 
4aaxx  — a‘r^-^,a3x,  e riducendo  , e dividendo  per  qxx, 
3 aa  — 4ax+-  xx~o  , e rifolvendo l’equazione , x = +:  a+-  za, 
cioè  x~ciy  ed  x = 3#;  prefa  adunque  x^AFzza,  ed 
x — AB—^a,  la  curva  taglierà  l’afie  ne’ punti  F3  Bc 

Fatta  x \ a — AH , farà  yzztzy/ ^aa  ±.za  1/ $aa , e però 

quattro  i valori  della  y reali  , per  edere  za\/  $aa  mina» 
nore  di  jaa , e fono  y/ $aa  +-  2 a\/  5 aa ? j/ faa -~zaV  $aas 


— 1 / $aa  — 2aix  Jaa  9 — j/$aa+-  za\/ ^aa  , ed  i duo 
4 4 

politivi  fono  relativamente  eguali  ai  due  negativi  ; prefa 

ad  un» 
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adunque  yaa  ^zav  yaa  , ed  HG~Hg~ 


y yia  — , i quattro  punti  I,  G,  g,  i faranno 

4 

In  curva  , 

232.  Ogni  qual  volta  la  quantità,  fotto  al  connine 
vincolo  radicale  Ha  quantità  negativa  ( giacché  quella^ 

fotto  al  fecondo  vincolo  , cioè  l/aa+-8ax  non  lo  può 
eflere , eflendo  le  aflìife  pofitive , come  ora  le  fuppon- 
go  ) farà  immaginaria  la  ordinata  y , adunque  perchè 
vi  fia  ordinata , converrà  che  fia 


p/ /\ax  +-  aa — ixx±z  a\/  aa  +-  8 ax  > o . 

% 

Prendo  in  primo  luogo  il  fegno  pofitivo  del  fecon- 
do radicale  , nel  qual  cafo  farà  certamente  pofitiva  la^, 
quantità  tutta  , fe  fia  qax+.  aa  — zxx  > o3  cioè  zxx- — - 
qax  <1  aa  , e però  xx~—  iax  < aa  , ed  xx  — 2 ax  +- 

i 

aa  <5  3 aa,c  cavando  la'  radice  , x — a < j/ 3 aa  , o pure 

*  *  * 

a — x <3  [/ 3 aa  . Dalla  prima  radice  x — -a  < p/ 3 aa  , 
» * 
in  cui  fi  fuppone  x maggiore  di  a 9 inferifco , che  deve 

poi  effere  x <3  a +-  p/ ? dalia  feconda  a — x < p/ 3 aa 

2 2 


In 
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in  cui  fi  fuppone  x < a ricavo  , che  deve  poi  eflere_* 
x > a — |/ 3 aa  ; ma  effendo  Tempre  a — yf  yxa_  quantità 

i 1 

negativa,  farà  Tempre  x > a — j/'$ aa,  quando  fi  prenda 

2r 

x minore  di  a , adunque  prefa  x minore  di  a , farà 
4 ax+~aa — ixx  quantità  pofitiva  , quindi  molto  più  fa- 
rà pofitiva  la  quantità  4 ax  +-  aa  — 2xx  +-  a 1/  aa  +-  Sax  , 
e però  generalmente,  prefa  x minore  di  AF  ( a ), 

farà  y — iz.  4 ax-^-aa  — zxx  4-  a V aa  +■  Sax  , ordinata 

Z 

reale.  Ma  quando  anche  fia  4 ax+-aa — ixx  quantità  ne- 
gativa , pure  può  efiere  j/ 4 ax  +-aa  — 2xx  +-  a V aa+-  Sax 

Z 

quantità  pofitiva , cioè  ogni  qual  volta  fia 
y 4ax  +-  aa  — ixx  +■  a 1/  aa  +-  Sax  > o , e quadrando  , e 


trafportando , a V aa +<  Sax  > ixx — aa  — 4 ax , e di  nuo- 
vo quadrando,  a**- Sa*  x > 4# 4 — 16  ax*  +-  lóaaxx — * 
4aaxx  +■  Sa * x +- a 4 , cioè  4X* — iSax*  +•  izaaxx  <0,  e 
dividendo  per  4xx,  xx  — 4ax  +*  %aa  < o,  e però  anche 
xx — 4 ax  +-  4 aa  < aa,  e cavando  la  radice,  x — 2 a <! a , 
come  pure  2 a — x <3  a.  Dalla  prima  radice  x — 2 a < a, 
che  fuppone  x maggiore  di  2 a , viene  x <5  ta  , adun- 


que 
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que  prefa  x maggiore  di  za  , ma  minore  di  AB,  (3 a) 
farà  la  radicale  pofirìva  , e però  reale  la  ordinata  y . 
Dalla  feconda  radice  za  — x <3  a,  che  fu p pone  x minore 
di  za,  cavo  x£*jy,  adunque  quando  anco  fi  a x mag- 
giore di  a , e minore  di  za,  la  radicale  farà  pollava,  e 
però  reale  !’ ordinata  y,  ma  fi  è veduto  per  primo, 
che  prefa  x minore  di  a,  l’ordintaj'  è reale,  adunque 
generalmente  farà  reale  la  ordinata  y 3 purché  fi  pren- 
da x minore  di  AB ( 3^  ) . 

Prendendo  il  fegno  negativo  del  fecondo  radicale  , 

dovrà  edere  1/ 4 ax  ~h  aa?—  zxx  —aV  aa  '+■  Sax  > o , eu» 

” —T  " 

quadrando  , 4 ax  ^ aa  — zxx  > a v aa  +<  Sax , e di  nuovo 
quadrando  , e riducendo  , e dividendo  per  4xx  , farà 
xx  — 4 ax  > — 3 aa,  e però  anche  xx  — 44#  4-  4aa  > aa, 
e cavando  la  radice,  x—za  > a ; come  pure  za  — X > a ; 
dalla  prima  radice  ricavo  a-  > 3 a , ma  fi  è veduto  , che 
x > %a  ci  dà  il  valore  della  y immaginario  quando  il 
fecondo  radicale  à il  fegno  pofitivo  , molto  più  adun- 
que lo  darà  quando  à il  fegno  negativo  , onde  ommef- 
fa  quella  radice  , faccio  ufo  dell’  altra  za—x  > a%  che 
mi  dà  a*  a j adunque  prefa  x minore  di  AF , ( a ) 
farà  pofitiva  la  quantità  fotta  il  comune  vincolo  radica- 
le , tanto  fe  fi  prenda  il  fegno  pofitivo  , quanto  il  nega- 
tivo del  fecondo  radicale  , e però  tra  ~A , ed  F corrif- 

pon- 
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ponderatine»  quattro  ordinate  reali  9 due  pofitive  , e due 
negative  relativamente  eguali  alle  pofitive  . Ma  quando 
fia  x maggiore  di  AF , (a)  il  fegno  negativo  del  fecon- 
do radicale  dà  ordinata  immaginaria  , e la  dà  reale  il 
fegno  politi vo , purché  fia  x minore  di  AB,  (3#) 
adunque  tra  F , e B corrifponderanno  due  fole  ordina- 
te reali  alla  medefima  affida  , una  pofitiva  , l’altra  ne- 
gativa , ed  eguale  alla  pofitiva  ; ed  oltre  il  punto  B 
faranno  immaginarie  . 

Prendanfi  ora  le  affiflfe  negative , cioè  da  A verfo  K . 
In  quedo  cafo  mutando  nell’equazione  il  fegno  a tutti 
i termini  , che  anno  la  x d’efponente  difpari  , farà 

yzziz  aa  — zxx  — 4 ax ±:  a V aa  — Sax  . Pongo  x — o , 


farà  y — ± |/ àà±.  a V aa  , cioè  y — ± a , ed  y ± o , 

% 

adunque  i punti  E,  A,  E faranno  in  curva  , come  nel 
primo  cafo.  Per  vedere  fe  la  curva  taglia  l’afTe,  pon- 

gafi  y eco  5 e però  j/ aa — zxx — 4 ax±  a V aa — Sax  — o9 

% 

e quadrando5e  trasponendo,  aa — ixx — 4 ax—ìi  a \ /aa — Sax , 
e di  nuovo  quadrando , e riducendo  3 e dividendo  per 
4xx  , xx  -h  4ax  +-  = o , e risolvendo  , x~  — 2 aiza  ; 

la  curva  adunque  taglierà  laffe  quando  fia  x~o,  eflen- 
do  data  fatta  la  diviiione  per  4xx  ; quando  da  x~  — 3 a; 

Q 
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e quando  fia  „v  — — a , cioè  , per  edere  quantità  nega- 
tive , dalla  parte  oppolfa  a quella , verfo  cui  ora  fi  pren- 
dono le  x , e però  folo  in  A , F , B , come  già  fi  è 
veduto.  Pongo  x — qq  per  vedere  fe  la  curva  va  all’in- 
finito , o all’  afintoto  A K , ed  è 

r l 

y — iz.  -r  • — 2,  X co  ±r  1/  — SaX  00  , cioè  jy  immaginaria. 
Ricerco  adunque,  quale  fia  il  limite  delle  ordinate  reali: 

è certo  , che  qualora  fia  x maggiore  di  a , il  fecondo 

T 

radicale  farà  di  ^quantità  negativa  , e però  immaginaria 
la  ordinata  y , adunque  devefi  prendere  x non  maggio- 
re di  a ; ma  in  quella  ipotefi  perchè  fia  pofitiva  tutta 
T 

la  quantità  fotto  il  comune  radicale,  prendendo  il  fegno 
pofìtivo  del  fecondo,  baderà,  che  fia  aa- — 2xx  — 4 ax 
pofitiva,  cioè  aa  — 2xx  — 4 ax  > o , e però  xx  -t-  2 ax  <3  aa , 

2, 

o fia  x <1  1/3 aa  — a ; ma  quando  fia  x non  maggiore 

' IL 

di  a -,  è anche  <!  r/ 3 aa — a , quindi  fatta  x non  mag- 
~T  ' ~~T 

giore  di  a , l’ordinata  farà  reale  . Prefa  il  fegno  nega- 
li- 

tivo  del  fecondo  radicale  , dovrà  edere 


/ 


aa  — -2xx  — /\ax  — -aV aa—Sax  > o , cioè 
4 

Aaa 


quadrando, e 
trai- 
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trafponendo,  aa — 2*#  — 4 ax  > a V aa — 8 ax9  e di  nuo- 
vo quadrando  , e riducendo  , #+*  2a  > a , ma  x-h  2à  è 
Tempre  maggiore  di  a , adunque  purché  prendafi  x non 
maggiore  di  a , le  ordinate  faranno  Tempre  reali . Pren- 

T ' 

do  x - a_ , farà  y = £ ^ l jaa  , e però  fatta  K A?  pofi- 


tiva  , e K N negativa  — v 1 ^aa  , i punti  Af,  Y faranno 


in  curva.  Prendo  a?  r:  a , farà  y —iz.  12813^/ 


aa. 


4<> 


cioè  quattro  valori  reali  :■  due  politivi  relativamente^, 
eguali  ai  due  negativi  . E perchè  la  quarta  proporzio- 
nale di  a , di  Vi^aa , e di  a , cioè  V 1 $aa_  è minore^ 

ÌÓ 


l<5 


di  ^ 9ìaa:+  1280  j /aa  , ma  è maggiore  di 


• a 


16 


■ 128#  y'aa  ; la  curva  avrà  due  rami  al  di  fo» 


1Ó 


pra  di  AK,  uno  concavo,  e l’altro  convello,  e due 
ne  avrà  al  di  fotto  affatto  limili  , ed  eguali  a quelli  di 
fopra , e farà  a un  di  predò  come  nella  Fìg.  130. 


E$EM- 
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ESEMPIO  V. 

Sia  la  curva  dell’equazione 

y — ±i  y^bbx—x'  +-  2 axx — aax  ; in  cui  Ila,  per  un  cafo, 

x — za 

a maggiore  di  b , e fi  prendano  dal  punto  A Culla  in- 
definita A M le  x , e filila  A D nel  dato  angolo  le  y , 
o fia  ad  ella  parallele  . ( Fig.  131.)  Fatta  x — o , farà 
y — o , e però  il  punto  A farà  in  curva.  Fatta  y—Oj 

farà  y/'  bbx  — x 3 4-  2 axx  — aax  — o , cioè  bbx  — x 3 

x—  za 

iaxx-^-aax—o  , e dividendo  per  x , bb  — xx  +-  2 ax  — 
aa  — o,  e però  xx — 2 ax  +-  aa—bb  , e cavando  la  radi- 
ce,#— a — ±:b;  adunque  i valori  della  x faranno  x — a-^b^ 
x — a — b , ed  x — o,  efiendo  fiata  divifa  l’equazione  per 
x.  Quindi  fatta  AB  — BM—a  , B N—BC—b  , la  curva 
taglierà  l’afife  nel  punto  A , come  già  fi  è veduto  , e_. 
ne’  punti  N,  C . Fatta  x ~ A Mzzza,  far ky  pofitiva  , 
e negativa  infinita  , e però  in  M vi  farà  un’afintoto  . 

Pongo  #=tod  5 farà  y — ±L  V — xx  , cioè  immaginarie , 
dunque  la  curva  non  va  all’infinito  . Poiché  acciò  fia_. 
reale  l’ordinata  y , fa  d’uopo,  che  la  quantità  lòtto  il 
vincolo  fia  pofitiva , converrà  eh’  effendo  pofidvo  il  nu- 
meratore della  frazione  , lo  fia  pure  il  denominatore  , 

A a a 2 ed 
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ed  eflfendo  l’uno  negativo,  lo  fia  l’altro  ancora;  ma-* 
acciò  fia  pofitivo  il  numeratore  , deve  edere  bbx — x*  +*. 
zaxx — aax  > o , cioè  , dividendo  per  x , e trafponen- 
do  , xx- — zax  <;  bb — aa  , e però  xx  — 2 ax+°  aa  <3  bb  , 
e cavando  la  radice  , x — a <;  b , prefa  x maggiore  di 
a ; ed  a — x <*b  , prefa  x minore  di  a . Dalla  prima 
radice  x — a <;  b cavo  x a b ; dalla  feconda.*. 
a — x < b cavo  x <!  a — b\  prefa  adunque  x maggiore 
di  a dovrà  efifere  x < a+-b  , e prefa  x minore  di'a9 
dovrà  edere  x > a — b , acciò  fia  pofitivo  il  numera- 
tore ; ma  perchè  fia  pofitivo  il  denominatore,  deve  eflfe- 
re  x > za  , e non  potendo  edere  maggiore  di  za , ed 
adieme  minore  di  a +-  b , e di  a , non  potranno  edere»* 
pofìtivi  il  numeratore , e denominatore  ; e però  tra  i 
punti  N , e C non  vi  faranno  ordinate  reali . Se  fi  pren- 
da x > a+-b,  farà  il  numeratore  negativo  , come  pure 
£e  fi  prenda  x <J  a — b;  e fe  fi  prenda  x <j  za  , farà 
pure  negativo  il  denominatore  ; adunque  tra  A , ed  IV  a 
e tra  C,  ed  M vi  faranno  ordinate  reali , e la  curva-» 
farà  a un  di  predo  , come  nella  Fig.  13 1. 

Prendo  la  x negativa  , mutando  adunque  ì fegni 
a’  termini  della  x ad  eiponente  difpari,  farà  l’equazione" 

y — +:  \/ x 3 — • bbx  +-  zaxx  4-  aax  , cioè 

' — Z-U  ~ X 

y — ±.  1/  bbx  — xì  — zaxx  — aax  . Il  denominatore  farà 

' z-a+-  x 

fempre 
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Tempre  pofitivo  , ma  acciò  fia  pofitivo  il  numeratore^, , 
converrà  , che  fia  bbx — -xì  — %axx  — aax  > o , e divi- 
dendo per  x , e trafponendo,  Xx  4-  2 ax  + aa  «*bb,  cioè 
x +-  a < b , e però  x < b — a , ma  fi  è fuppoflo  b <j  a, 
adunque  b — a:  farà  quantità  negativa  , e però  non  potrà 
mai  edere  x <3  b — a , cioè  non  potrà  mai  edere  pofl- 
tivo  il  numeratore  , quindi  le  ordinate  y faranno  Tempre 
immaginarie  , onde  dalla  parte  delle  affidò  negative  non 
vi  farà  curva  . 

ESEMPIO  VI,. 

Sia  1*  equazione  y 3 — 2 ayy  — aay  -h  2 a1  — axy  , 
cioè  x zz  yì  — zayy  — aay  -h  za1  . Dal  punto  fidò  A 

ay 

( Fig . 132.)  Italia  indefinita  AQ  prendo  le  y , e fulla_a 
indefinita  AM,  o ad  eda  parallele  nel  dato  angolo  del- 
le  coordinate,  prendo  le  x . Polla  y — o , farà  x — z aa  s 

O 

cioè  x — 00,  adunque  la  curva  anderà  all’afintoto  AM. 
Per  vedere  , fe  la  curva  taglia  l’ade , e dove  , pongo 
x — o,  e però  yì~-zayy-, — aay +■  za 3 20,  e rifolvendo 
quell’  equazione  cubica  fi  anno  tre  valori  delia  y , cioè 
y—a  , yzzza  , y~ ■ — a . Fatta  adunque  AB  zz  AD  'zz. 
BCzza  , ne’  pumi  B , C dalla  parte  de’  politivi  s e nel' 
punto  D dalla  parte  de’  negativi  la  curva  taglierà  bade. 
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233.  Se  l’equazione  y* *  3 4 — >2 ayy — -t- 23 5 fotte  irri- 
ducibile , onde  non  fi  potettero  avere  i valori  aritmeti- 
ci della  y , s’avrebbe  a coiìruire  etta  equazione,  ed  i 
valori  delia  y geometricamente  ritrovati  , e colle  linee 
efpretti,ci  darebbero  i punti  ricercati , il  che  s’intenda 
detto  di  qualunque  cafo  firn i le . Pongo  y — Vi , e farà 

2é 

xzz  — ^a,  cioè  ordinata  negativa,  adunque  la  curva.. 

1Z 

patta  al  di  fotto  dell’ atte  AQ  in  B , e torna  al  di  fopra 
in  C.  Pongo  y — 00  , farà  xzzyy  , cioè  x — co  , e però 

a 

la  curva  anderà  all’  infinito  . E’  chiaro  , che  il  ramo  in- 
finito B E farà  convetto  all’  atte  A M , il  ramo  B C con- 
cavo all’ atte  AQ  , e CF  convello,  quando  la  curva  non 
abbia  fletti  contrarj  . 

Si  prendano  ora  le  affitte  y negative  da  A verfo  D, 
%à adunque  l’equazione#— ~y 3 — zayy  +-  aay+-  2 a3  , cioè 

ay 

xzzy3  +-  2 ayy- — aay  — 2 a3 . Prendo  o ,farà  x — — zaazz 

— 00,  adunque  MA  infinitamente  prodotta  dalla  parte 

dei  negativi  farà  pure  afmtoto  della  curva.  Prendo y~\at 

farà  x — : — 15#;  prendo yzza  ì farà  x zzo  , e la.  curva.. 

4 H 

patterà  per  D ; prendo  y zz  00  , farà  x zzyy  zz  00  , e 


cur- 
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curva  al  di  Copra  di  AD  anderà  all'infinito;  pren- 
do y — $a~AK,  farà  # — 40  a~KP;  prendo  y~ia~  A N, 

? 

farà  x~ ~6a  — NR\  quindi  perchè  condotta  la  retta  DPy 
farà  NT—qoa  , e 40 a > 6a  , adunque  farà  NT  > NR , 
6 ~T 

e la  curva  in  R conveda  all’ alfe  AK,  cioè  concava». 
alI’aflTe  A M ; ma  Ce  ella  va  all’afintoto  AV  al  di  Cotto  di 
AK  , necelfariamente  deve  anche  edere  ad  dio  colivcf- 
fa  , adunque  avrà  un  Aedo  contrario  , per  determinare 
il  quale  non  è quello  il  luogo  , 

234.  Ma  fe  la  proporla  equazione  della  curva  da», 
codruirfi  conterrà  ambe  le  incognite  elevate  a maggio- 
re poteflà  della  feconda , onde  non  polla  generalmente 
ridurli  tale,  che  da  una  parte  del  fegno  d’egualità  ab- 
bia una  delle  due  incognite  fola,  e di  una  fola  potedà, 
allora  crefcerà  bensì  l’operazione  9 ma  non  la  difficoltà 
del  metodo  , imperciocché  fidato  un  valore  noto  per 
l’una  delle  incognite,  per  efempio  x , fi  avrà  un’equa- 
zione folida  data  per  y , e le  collanti  , da  rifolverfi  o 
codruirfi  , da  cui  fi  averanno  i valori  della  y , che  de- 
termineranno tanti  punti  in  curva  , 

Indi  fidato  un’altro  valore  per  la  x , averaffi  un’al- 
tra equazione  folida  da  rifolverfi  o codruirfi  , che  ci 
fomminiflrerà  altri  punti  in  curva  ; e cosi  di  mano  in 
mano  fucceffivamente  operando  , fi  troveranno  quanti 

punti 
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punti  il  vogliono  della  curva  da  defcriverfi  . 

235.  Ma  dovendoli  in  quelli  incontri  , ed  in  altri 
ancora,  come  nell’ efempio  fello  , xifolvere  e coftruire 
equazioni  folide  , pare  , che  fi  faccia  un  circolo  vizio- 
fo,  poiché  trattando  de’ problemi  folidi  ó fuppofla  la  deferì- 
zione  delle  curve  anche  fuperiori  alle  fezioni  coniche;  ma 
la  cofa  non  è cosi,  fe  bene  fi  riflette  , imperciocché  fe  la 
curva  da  defcriverfi  è della  terza  , o quarta  dimenfio- 
ne,  della  terza  o quarta  al  più  farà  l’equazione  folida 
da  cofiruirfì  , il  che  fi  fa  per  mezzo  delle  fezioni  coni- 
che ; adunque  fenza  circolo  viziofo  deferiveraflì  qualun- 
que curva  della  terza,  o quarta  di  m eh  (ione  . Se  l’equa- 
zione della  curva  da  defcriverfi  farà  della  quinta  dimen- 
iìone  , l’equazione  folida  da  cofiruirfi  farà  al  più  della-* 
quinta  , il  che  fi  farà  per  mezzo  d’una  curva  della  ter- 
za , e di  una  della  feconda  , e fimilmente  fi  difeorra  di 
dimenfioni  fuperiori;  dal  che  apparifee  , non  effervi  om- 
bra di  circolo  viziofo  . 

PROBLEMA  I. 

236.  Dato  il  femicircolo  AEB,  ( Fig.  133.  ) fi  diman- 

da il  luogo  de’  punti  M tali , che  fe  per  ciafcuno  di  ejfi  fi 
tiri  dall'  e fremita  A del  diametro  una  retta  , che  taglierà 
la  periferìa  in  D , e fi  abbuffino  le  M P , DO  perpendico- 
lari al  diametro  , le  intere  ette  dal  centro  G P > CO  fieno 
fempre  eguali  ira  loro  . Sia 
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Sia  M uno  dei  punti  , che  fi  cercano,  e fi  . chiami 
AB—a}AP—x,P  M~y , e poiché  deve  e (Te  re  CP~CO , 

farà.  OB  ■—  AP~ x , ed  OD—l/ax — xx , e per  la  fimi- 
litudine  de’  triangoli  zfPAf,  iOD,  farà  x,  y::a—x, 

V ax  — xx , e però  y — x V ax  — xx  , cioè  y — x V x , o 

pure  - w , equazione  della  curva  da  defcriverfi, 

che  è la  Cijjbide  di  Diocle  . 

Per  defcriverla,  fulla  data  Figura  per  varj  punti:  fi 
offervi  , che  la  retta  AB  b l’ alfe  delle  x , ed  A il  pun- 
to, da  cui  anno  origine,  e perchè  le  y fono  perpendi- 
colari a quello  atte  , condotta  dal  punto  A la  tangente 
A Q ; farà  ella  batte  , a cui  le  ordinate  y debbono  rife- 
rirli . Quelle  cofe  premette  , fi  ponga  in  primo  luogo 
x — o per  vedere  fe  la  curva  taglia  l’atte  AQ  , e per- 
chè, fi  ritrova  pure  yzzo  , farà  A un  punto  nella  curva 
da  defcriverfi  . Si  ponga  y — o per  vedere  fe  la  curva_, 
taglia  l’affe  AB  in  qualche  altro  punto  , ma  poiché  fi 
trova  x—o,  non  incontrerà  la  curva  i due  atti  in  altro 
punto  , fuorché  in  A. 

Sia  v — q-df  , farà  j/ ~ a ; fia  x—~ a,  farà y— ~ as 

e però  eretta  dal  centro  la  perpendicolare  C E 
al  diametro  AB  , patterà  la  curva  per  lo  punto  E . 

Bbb  Sia 
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Sia  xzz  za  , farà  y zz  <\a  , e polla  finalmente  xzza  , fi 
? 3 1/2 

trova  y — aa—oo  3 e perciò  la  tangente  BR  al  circolo 

O 

farà  l’afintoto  della  curva . Prendo  .v  maggiore  di  a r 
farà  negativa  la  quantità  fotto  il  legno  radicale  nel  de- 
nominatore , e la  curva  immaginaria  , la  quale  ettendo 
pure  immaginaria  , prefa  la  x negativa  s farà,  comprefa 
fra  le  due  tangenti  A Q , BR  prodotte  in  infinito  . E 
poiché  va  all’alintoto  BR,  non  avendo  fletti  contrarj, 
converrà  , che  fia  tutta  convetta  all’  atte  AB  , e farà  ? 
come  nella  Fig.  133. 

PROBLEMA  1 1. 

237.  Dato  V angolo  retto  ABC,  (Fig.  134.)  e dato 
il  punto  A nel  lato  A B , ,Jì  cerca  il  luogo  di  tutti  ì punti 
M tali  , che  condotte  per  ciafcuno  di  eJJÌ  le  rette  linee  A E, 
terminate  dal  lato  BG  nei  punti  E , Jìa  fempre  EM~ EB. 

Si  tiri  una  qualunque  retta  A E , e fia  # uno  dei 
punti , che  fi  cercano  ; fi  abbatti  dal  punto  M ad  AB 
la  perpendicolare  MP  , e fi  chiami  APzzx , P M—y , 

AB  zza  9 farà  P Bzza  — x , ed  A Mzz  y xx  +■  yy , ma  per 
i triangoli  limili  APM,  ABE  , farà  x,  y ::  a , BE , 
dunque BE-EMzzay_,  ma  è anche  AP  ,PB::  A M, ME, 


cioè 
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cioè  x,  a— x : : V xx  +~yy , ay , dunque  ay—a- — xV  xx  +-yy, 

e quadrando , aayy  — aaxx  — zax 3 +*  x 4 +-  aayy  — 2 axyy+« 
xxyy 3 cioè  aaxx  — zax*  +- x*  —yy  , e finalmente,  efien- 

zax  xx  — 

do  la  radice  di  aaxx  — zax 3 -t-  x * tanto  ax  — xx  , quan- 
to xx  — ax  , farà  yzz  ax — aw  , ed  y =2  a* a? — -ax  , cioè 

^ 2 ax-— xx  ^ zax — xx 

±:y—ax  — xx  y equazione  alla  curva  , che  fi  cerca. 

zax  — xx 

Le  ordinate  y faranno  adunque  pofitive  , e negati- 
re  , ed  eguali  fra  loro  , e le  pofitive  e le  negative  cor- 
rifponderanno  alla  medefima  affilia  , e però  la  curva-, 
farà  al  di  fopra  , ed  al  di  fotto  dell’ alfe  AB  in  tutto 
limile  , ed  eguale  . 

Condotta  dal  punto  A la  perpendicolare  AR  alla-, 
AB,  la  quale  farà  falle  , a cui  fi  rapportano  le  ordina- 
te y , ficcome  AB  è quello  delle  àffilTe  x ; pongo  in 
primo  luogo  x~o  per  vedere  fe  la  curva  palla  per  lo 
punto  A,  e perchè  trovo  parimenti  y—o  , farà  il  pun- 
to A il  vertice  della  curva  . Sia  ora  y — o,  farà  ax  — 
xx  — o , e però  x — o , ed  x~a  , onde  ricavo  , che  la 

curva  pafferà  per  lo  punto  B . Sia  xzzja,  farà  jzy  — 

za  • Sia  x-\a , farà  ±2 y ~ a . Sia  *=±4 a,  farà 
31/5  2t^  ~j 

il  y — 4a  • Sia  xzz za  , farà  ±:y—zaazz  00  , e perciò, 
31/8  ~cT 


Bbb  2 


prefa 
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prefa  AD  — ia  , e condotta  la  retta  SQ  indefinita  pa- 
rallela alla  PM,  farà  elfa  l'afiintoto  delia  curva.  Sia  x 
maggiore  di  2 a , farà  negativa  la  quantità  fotto  il  vin- 
colo radicale  , e però  immaginaria  l’ordinata  y , adun- 
que oltre  il  punto  D non  vi  farà  più  curva  , E’  chia- 
ro , che  la  curva  tra  il  punto  A , ed  il  punto  B farà 
concava  all’ alle  AB  , e poiché  oltre  al  punto  B va  all9 
afìntoto  SQ,  farà  tra  B , e D convella  all’  alle  B D; 
intendendo  però , che  non  abbia  fleffi  contrarj  . 

Prefa  la  x negativa  , farà  tempre  negativa  la  quan- 
tità fotto  il  vincolo  radicale  , e però  immaginaria  l’ordi- 
nata. y ; adunque  dalla  parte  delle  affìlTe  negative  non 
vi  farà  curva  , quindi  farà  ella  a un  di  prelTo,  comcu» 
nella  Fig.  134. 

PROBLEMA  III, 

238.  Dato  il  femicìrcolo  ADG  ( Fig.  135.)  del  dia* 
metro  A C ; fi  ricerca  fuori  di  ejfo  il  punto  M tale  , che 
condotta  M B normale  al  diametro  A G 5 che  taglierà  il 
circolo  in  D , fa  AB,  B D : : AG  alla  BM,  e perchè 
infiniti  fono  i punti  M , che  foddisfanno  al  problema  , fz_^ 
ne  dimanda  il  luogo  . 

Sia  M uno  di  anelli  punti,  e chiamata  AC~a, 
AB~x  , BMtzy  , farà  , per  la  proprietà  del  circo- 
lo , 
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lo  , BD~Vax  — xx  , e per  la  condizione  del  proble- 
ma, farà  AB  3 BD::  AC,  B M,  cioè  x-,  1/  ax — xss  ; , y \ 

e però  y zzaV ax  — xx  , o fia  y~aVct—x  , equazione 
* ^ 

alla  curva  da  defcriverfi  , che  dicelì  la  Verfiera  , 

Poiché  A Bzzx  3 B M~y  3 farà  hafìfe  delle  a?, 
ed  parallela  alla'  BAf,  l’afle  delle  ordinate  y . Sì 
ponga  primieramente  x = o , farà  ^ = 09,  e però  AO 

l’afintoto  della  curva  . Sia  y — o , farà  a Va  — x~ o , o 
però  x ~a  \ quando  adunque  ila  x — a,  la  curva  taglie- 
rà l’affe  AC , e pafTerà  per  confeguenza  per  lo  punto 
C,  che  ne  farà  il  vertice  , Sia  x~AR =r  a , farà  j = a ; 

2» 

fia  x±wP-zt  ya  , farà  jy  = <?  1/ ~ ; fi  a &—AF—  4 ay  farà 
4 5 

. Polla  a?  maggiore  di  <3,  la  quantità  fotto  il  legno 

radicale  farà  negativa,  e la  curva  immaginaria.  Per  vedere 
fe  la  curva  Ila  concava,  o convella  all’  alfe  A C , fi  faccia  la 
proporzione  ; come  CP~  a (che  corrifponde  alla  x—  3 a) 

4 4 

alla yzzaV-  , così  CFzz~  a ( che  corrifponde  alla  x — <\a) 

5 

al  quarto  , che  farà  44  Y~\  » nla  x"  *=  4^  ci  dà 

5 j 

y — a V~  3 e 4 a V ~ è minore  di  a V~  , ad  un- 
4 — ) 4 

5 

que  farà  la  curva  concava  all’ alfe  A C ; ma  per 

l’ali  n- 
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l’afintoto  AQ  deve  anche  edere  convella  , adunque  farà 
in  parte  concava  , ed  in  parte  convella  , e però  avrà 
un  Aedo  contrario  , il  quale  fi  troverà  col  metodo  da 
darfi  a fuo  luogo  ; e perchè,  prefa  la  x negativa,  è ne- 
gativa la  quantità  fotto  il  vincolo  radicale  del  denomi- 
natore , cioè  immaginaria  la  y , perciò  la  curva  farà  s 
come  fi  vede  nella  Fig.  135.  avvertendo,  che  ella  curva 
à un  ramo  limile  , ed  eguale  al  ramo  CLM,  dalla  parte 
delle  y negative  » 

PROBLEMA  IV. 

139.  Data  la  retta  indefinita  NN,  ( Fig .136'.  ) t__, 
dato  un  punto  P fuori  della  meàefima  , fi  domanda  il  pun- 
to M tale  , che  condotta  da  ejfo  al  punto  P la  retta  M P, 
fia  la  intercetta  fra  la  linea  indefinita  NN,  ed  il  punto 
M,  eguale  ad  una  data,  linea , e perchè  infiniti  fono  i pun- 
ti , che  foddisfanno  , fi  cerca  il  luogo  di  effi  punti . 

Si  tiri  dal  punto  P la  retta  P A perpendicolare  alla 
NN  j e la  retta  PM  ad  un  qualunque  punto  M , che  fi 
fupponga  edere  uno  di  quelli  , che  fi  cercano  , e con- 
dotta la  retta  ME  parallela  alla  iViV,  fi  chiami  PS—bs 
SE  — x,  EM—y  , e fia  SA— a la  data  linea  , a cui  de- 
ve edere  eguale  la  retta  iVAf,  per  la  condizione  del  pro- 
blema . Si  tiri  dal  punto  N la  retta  NO  perpendicolare 

alla 
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alla  ÈM , farà  MO~V aa— xx  , e per  i triangoli  Umili 
PEM , NOM ; PE  , EAf  ;;  NO  , OAf,  cioè  b +-.  . * , 

^::a?,  1/ <3(3 — atat  , e però  b +*  x V aa~^xx—xy  ■>  e_> 
quadrando  } xxyy  ~ aaxx  — a;  4 +-  zaabx  — zbx 3 -t-  aàbb  — 
bbxx  , e finalmente 

~ ±:  i/  <3<3a?a? — x 4 +-  zaabx-^—zbx 3 -h  aabb-^bbxx  , equa- 

zione  alla  curva  da  defcriverfi  % che  è la  Concoide  di 
Nicomede  , 

Tre  diverfi  cafì  pofiòno  difiinguerfi  in  quefio  pro- 
blema ; cioè  può  edere  b~a\  può  edere  b minore  di  a; 
e finalmente  b maggiore  di  a . Sia  in  primo  luogo 
h — a}  fi  muterà  l’equazione  nella  feguente 

V p±  1/ ^4-p  2^3  3 X 2 axl  -f—  $ 4 • 

x 

Poiché  SE— x , EM—y  , farà  NN  baile  , a cui  fi 
riferifcono  le  y , e P A quello  delle  x , delle  quali  S è 
l’origine.  Pongo  in  primo  luogo  xzz o,  per  vedere 
fe  la  curva  pafia  per  lo  punto  5 , e perchè  ne  viene_. 
y — ±.  aa  , cioè  y infinita  pofitiva  , e negativa  , farà 

O 

NN  l’afintoto  della  curva;  pongo  y — o per  vedere  do- 
ve la  curva  taglia  l’afie  P A r e farà  ■ — x*+-za5x  — 
2<3A? 3 +>  , onde  rifoìuta  colle  regole  già  infegnateL. 

quell8 equazione  , le  radici  di  eda  ci  determineranno  i 


punti 
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punti , ne*  quali  la  curva  incontra  il  detto  affé  PA;  ma 
quattro  fono  le  radici  di  queft'  equazione  , cioè  x — a 
pofitiva , e tre  eguali  negative  xzzz  — a,  dunque  Isu 
curva  incontrerà  l'affe  in  due  punti  lontani  dal  punto 
£ la  quantità  a , ma  perchè  non  fi  tratta  per  ora  , che 
delle  x polìtive5  baderà  confiderare  il  valore  pofitivo, 
e però  la  curva  paffèrà  per  lo  punto  A.,  effendo  , co- 
me . fi  è fuppodo  , SA  zza.  Sia  xzz\a  , farà  yzz±: 

V rj-aa,.  Sia  xzz.  2 a , farà  j/  — ± 1/  12 $aa  . Sia  x mag- 

z 3 0 ■ 

giore  di  a , farà  negativa  la  quantità  fotto  il  vincolo  ra- 
dicale 3 effendo  in  qued’  ipoteli  il  primo  termine  mag- 
giore del  quarto  , ed  il  terzo  maggiore  del  fecondo  , 
onde  prefa  la  x maggiore  di  a , farà  la  curva  immagi- 
naria . Refla  da  vederli  fé  da  fempre  éffa  curva  con- 
veffa  all’ affé  PA,  giacché  in  parte  deve  efferlo  per 
cagione  dell* afintoto  NN.  Si  faccia  adunque  la  propor- 
zione : com  zAEzz-  a (la.  quale  corrifponde  alla  xzz~a) 

alla  yzz  \/  27 aa  , cosi  Aizzaci  al  quarto  , che  farà 
% 

V 27 aa  , ma  AIzz~  a corrifponde  alla  xzz  2 a , e perciò 

3 2 _ 

alla  y=&/ii$.aa  , e la  1/12  faa  è maggiore  di  1/27 aa , 

6&  3 

dunque  la  curva  farà  in  parte  concava  all’ affé  PA,  ed 

in 
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in  confeguenza  avrà  un  Aedo  contrario  , come  fi  vedrà 
a fuo  luogo  . E perchè  al  medefimo  valore  della  ■*  cor- 
rifpondono  due  valori  eguali  della  y-,  l’uno  pofitìvo  , 
l’altro  negativo,  avrà  la  curva  un’altro  ramo  dalla  par- 
te delle  y negative  limile  , ed  eguale  a quello  dalla— 
parte  delle  pofitive  , e farà  , come  fi  vede  defcritta— 
nella  Fig.  13  6. 

Per  deferivere  la  curva  dalla  parte  delle  m nega- 
tive , converrà  cambiare  i fegni  de’  termini  , ne’  quali  la 
incognita  è elevata  a potefià  difpari , onde  farà  l’equa- 
zione y — ii  !/■  — x 4 — ; 2a 5 x +-  2ax 3 +■  a * - Sia  in  primo 

— X 

luogo  adunque  x~o3  farà  y — izaa  3 e perciò  NN 

O 

l’afi atiotò  della  curva  anche  dalla  parte  dei  negativi . 
Sia  y~p3  farà  — a?4 — %a 3 x +■  zax 3 +-  a^  — o , da  cui  fi 
ricavano , come  fopra  , quattro  radici  ; tre  eguali  pofiti- 
ve  x~a , ed  una  negativa  x — — a.  La  radice  negati- 
va , che  era  pofitiva  nel  cafo  anteriore  , fi  è già  fidata 
nella  concoide  fuperiore  ; i tre  valori  eguali  poi  ligni- 
ficano che  nel  polo  5 dittante  appunto  fa  quantità  a 
dall’origine  delle  x 3 avrà  la  curva  un.regreflò,  di  cui 
fi  tratterà  nel  metodo  dei  fleffi  contrar]  . Sia  x~\a  , 
farà  y— +:i/3 aa  ; fia  xrp  za  , farà  y~±LV^aa  . Si 

a ■ ? <S 

prenda  x maggiore  di  a,  farà  la  curva  immaginaria-  , 

Ccc  per- 
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perchè  e (Tendo  la  quantità  fotto  il  vincolo  radicale  il 
prodotto  di  xx — 2 ax  aa  , quantità  Tempre  pofitiva,  in 
aa  — xx,  che  in  quella  ipotefi  è negativa,  farà  nega- 
tiva tutta  la  quantità  fotto  il  fegno  radicale  , e però 
immaginaria  la  ordinata  y . Si  faccia  ora  la  proporzio- 
ne : come  PR~\a  (fatta  SR~ \a)  alla  v^aa  , così 

% 

( latta  S Q — 2i a ) al  quatto  , che  fata  $aa  s 
3 3 

ma  alla  SQ~  za  , cioè  alla  P Q— a corrifponde  Ia_» 
3 3 

y — V *>,aa  ,e  i ' $aa  è minore  di  1 /$aa  , adunque  farà 

6 r 

Tempre  convefTa  la  curva  alTaflfe  NN,  ( fuppofto  , che 
non  abbia  fleffi  contrarj  ) ed  avrà  due  rami  Umili , ed 
eguali  fra  loro  , corrifpondendo  alla  flefTa  x due  valori 
eguali  della  y , l’uno  pofitivo  , l'altro  negativo,  e pe- 
rò farà  , come  fi  vede  descritta  inferiormente  nella.. 
Fig . 136. 

240.  Sia  ora  b minore  di  a,  l’equazione  è adunque 
y — ±L  1/  aaxx  — x 4 +-  2 aabx  — 2 bx 3 +-  aabb  — bbxx  . 

X 

Pongo  x ~ o , farà  y — ±:  ab  ~ 06,  e però  N N 

o 

(Fig.  137.)  anche  in  queflo  cafo  l’afintoto  della  curva;  (la 
y — o,  farà  aaxx  — at4+  2 aabx  — ibxì  *-aabb~- bbxx— o. 


Je 
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le  di  cui'  quattro  radici  ( cioè  x~Ha  , e due  tra  loro 
eguali  y ~ — b ) determineranno  i punti  , ne’  quali  k_. 
curva  taglia  l’afip  PA  ; ma  per  ora  ballerà  confiderare 
il  valore  pofitivo  xzza,  e perchè  SA  zza,  farà  A il 

Vertice  della  curva.  Pongo  xzz^  a — SE  , farà  ydÉ:+z 
\s"$aa+-  il  ab  +-  12  bb  zz  E M . Pongo  x zz  za  zz  S I , farà 

- "2,  ' ' 3 

yzz±,v ioaa  +-  6oab+-  4 $bb  zz  1K  . Faccio  la  proporzione: 
— — — 

rÀE  a) , E M ( k1  3 aa  + 12 ab  +-  12 bb  ) AJ  a)  al 

% : 

— • — -...i  — . ■ ■■  ■■  ■ ■ - - ■ ■ 4 

quarto  IV,  che  farà  V $aa  +-  1 2ab  +- \abb  3 per  vedere  fe 

3 

la  curva  è concava,  o.  convella  all’ alle  SA;  ma  prefa 

Alzz  y a , fi  à SI  zz  za  , a cui  corrifponde 

3 

IK—yzz  V 20 aa+~  6oab+-  4 $bb  , e fi  trova  efiere_. 

r 6 ‘ 

IViy^aa^n  nab+-  12 bb)  minore  di  IK  (yzoaa+-  6oabjt-^bb\ 

3  3 * *  6 

dunque  farà  la  curva  concava  all’ alfe  SA;  ma  poiché  va  all* 

afìntoto  N N , farà  pure  convella. , e però  avrà  un  flef- 
fo  contrario  . 

E’  chiaro  , che  prefa  l’affilTa  oltre  il  punto  A , cioè 
la  x maggiore  di  a , non  vi  farà  curva  5 poiché  il  fe- 
ci cc  2,  condo 
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condo  termine  del  radicale  farebbe  maggiore  del  primo  ] 
il  quarto  maggiore  del  terzo  , il  fello  maggiore  de! 
quinto  , e però  negativa  la  quantità  fotto  il  vincolo  , 
cioè  immaginaria  la  y . 

E perchè  alla  ftelfa  affiffii  x corrifpondono  due  or- 
dinate y eguali,  una  pofitiva  1’  altra  negativa , farà  hu 
curva  la  lleffa  anche  dalla  parte  delle  ordinate  negative, 
ed  a un  di  prelTo,  come  nella  Ftg. 

Per  defcrivere  la  curva  dalla  parte  delle  aflìfife  x 
negative,  muto  il  fegno  nell’equazione  ai  termini,  ne" 
quali  h x b a.  poteflà  difpari  , ed  è 

y zz  +:  \f  aaxx  — x* * *  4 — zaabx  +-  2 bx 3 +•  aabb  — bbxx . 

X 

Pongo  e trovo  yzz±.  ab  , cioè  infinita  , 

però  N N farà  pure  l’ aftntoto  . Pongo  y zz  o , e farà 
aaxx  — x 4 — zaabx  +-  zbx3  +-  aabb  — bbxx  zzo-,  le  quattro 
radici  di  quell’  equazione  , che  lono , due  x zz  +:  a , e due 
eguali  x — b , determinano  i punti , dove  la  curva  taglia 
l’affe  AP  . La  negativa  xzz  — a mi  dà  il  punto  A , la_» 
pofitiva  xzza  il  punto  m , e le  due  eguali  xzzb  il  pun- 
to P , che  farà  un  nodo  della  curva  ; prefa  P RzzSRzz 

4 bzzx  , farà  y~±z  1/4  aa- — bb  = RT  ; prefa  P Qzz-,  b , 

cioè  SQpxzzg  b , far kyzz+z  paa  — ybbzzQH  . Faccio 

o 

Tana- 


analitiche. 


l’analogia  P R (~b),  RT(i^aa  — bb)  (~b) , 

% 

QO  (1/4 aa — bb  ),  per  vedere  fe  la  curva  è còncava-,  t 

3 

o convella  all’ alfe  PS  s ma  QO  \V  <\aa — bb)  è nìag- 

3 

giore  di  ( V $aa  — òfib  ) 5 adunque  la  curva  è con- 

~6  — 

veffa  all’alTe  PS , e feguita  ad  ederlo,  andando  all’  aliti-- 
roto  N N. 

Prefa  affida  oltre  il  punto  m , cioè  x maggiore.» 
di  a , non  vi  farà  curva  , perchè  il  radicale 

V aaxx — ■ x + — - zaabx  + 2 bx3^-aabb — -bbxx  è lo  dedb  s 

che  ^ ' aa- — xx  \ xx  — zbx  +-  bb  3 ma  polla  x maggiore 
di  a , farà  aa  — xx  quantità  negativa  , ed  xx  — zbx-^bh 
è quantità  pofxtiva  , adunque  negativo  il  prodotto  , 
però  immaginaria  la  ordinata  y . Prefa  l’affida  oltre  il 
punto  P , cioè  x maggiore  di  b , ma  però  minore  di  as 
farà  aa- — xx  3 come  pure  xx-zbx-^bb  3 quantità  polt- 
riva , e però  polìtivo  il  prodotto  3 e reale.  la  ordinata^, 
adunque  tra  P , ed  m corrifponderà  pure  la  curva , e^» 
farà  elfa  la  foglia  Pxmy  col  nodo  in  P 3 eh  curva  farà 
a un  di- predo  s come  nella  Fig.  137, 

241.  Sia  finalmente  b maggiore  di  a 3 l’equazione 
è la  della  del  cafo  anteriore  , e prefe  le  affilfe  x poli- 
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tive  , è pure  Amile  la  curva , prefe  poi  le  x negative , 
e fuppotta  y — o , le  quattro  radici  dell’equazione  , cioè 
x — +z  a,  e le  due  eguali  x — b danno  bensì  i medefi- 
mi  punti  A,  m,  P nell’ alfe  PA;  ma.  il  punto  m è al 
di  fopra  del  punto  P , ed  affunta  l’ affitta  maggiore  di 
Sm,  cioè  x maggiore  di  a,  farà  aa- — xx  quantità  ne- 
gativa , e perchè  è xx  — 2 bx+-bb  quantità  pofitiva  , fa- 
rà negativo  il  prodotto , e però  immaginaria  l’ordinata 
y , adunque  la  curva  non  avrà  la  foglia  dell’anteriore, 
ma  avrà  in  m il  vertice  . E poiché  la  curva  è prima_* 
concava  , e poi  conveffa  all’ alfe  PS,  come  facilmente 
fi  può  vedere  , e va  all’afintoto  NN , farà  a un  di  pref- 
fo  , come  nella  Fig.  138. 

242.  Quello  metodo  di  defcrivere  le  curve  per  in- 
finiti punti  può  forfè  ridurli  à maggior  perfezione  col 
fervirfi  anche  di  corruzioni  geometriche  . Ne  darò  al- 
cuni efempj , i quali  batteranno  a mettere  la  cofa  in 
chiaro . 

ESEMPIO  I. 

Vogliali,  cottruire  per  varj  punti  la  curva  del  Pro- 
blema I.  num.  23 6.  , che  è la  CilToide  di  DiocIe_j  , 
la  di  cui  equazione  fi  è trovata  effere  yzz  xx 
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Col  raggio  AC~\a  ( Fig.  133.)  defcritto  il  circo- 
lo AEBe  , e prefa  ad  arbitrio  AP~x  , oflervo.,  chela 

corrifpondente  ordinata  Pf  è ir  t / ax  — xx  ; per  lo  pun- 
to / tiro  il  diametro  / C D , e congiunti  i punti  A , D 
colla  linea  AD  , il  punto  M,  in  cui  ella  taglia  l’ordi- 
nata fuperiore  PF  continuata  , fé  fa  bìfogno  , farà  alla_, 
Ciffoide.  Imperciocché  elTendo  retto  l’angolo  nel  femi- 
chxolofAD  , ficcome  pure  l’angolo  APM  delle  coor- 
dinate } faranno  limili  i triangoli  AfP , APM , e però 

farà  l’analogia  fP,  AP  ::  AP , P M,  cioè  V ax — xx  , 
pc  • • pc  j y j onde,  farà  y — PC  PC  3 il  che  ec„ 

H ax  xx 

In  altra  maniera  : poiché  fono  limili  i triangoli 
P Cf , ODO , per  elfer  retti  gl’ angoli  P , 0 , ed  eguali 
gl’ angoli  al  vertice  PCfy  DCO ; ed  in  oltre  C/rr CD, 
farà  anco  CP  — CO,  proprietà  della  curva. 

E S E MP  IO  II. 

Sia  la  curva  del  Problema  II.  nutrì.  237  , la_. 
di  cui  equazione  è +: y — ax — -xx  . Col  raggio  AB  — a 

. • V'  lax  — xx 

( Fig.  134.)  fi  deferiva  il  circolo  A FD  , prefa  una  qua- 
lunque AP  — x 3 fi  tiri  dal  punto  p l’ordinata  P Fzz 

Vi  ax  — xx  3 e condotto  il  raggio  BF,  fi  tiri  A HE 

ad 
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ad  effo  normale  , taglierà  quella  l’ordinata  P F conti- 
nuata , fe  bifogna  , nel  punto  M , che  farà  alla  curva», 
AMB , che  fi  cerca  . Imperocché  elTendo  limili  i due», 
triangoli  AMP,  FMH,  ed  in  oltre  limili  i triangoli 
F MH  , FBP  , farà  il  triangolo  AMP  limile  al  triango- 
lo BFP  , e però  fi  avrà  PF , PB  : : AP  , P M , cioè 

1/2 ax — xx,  a — x ::  x,  y , onde  li  ricava  l’equazione 
propolla  ax  — xx  ~y  , il  che  ec. 

1/  ìax  — xx 

In  altra  maniera  : poiché  il  triangolo  A MP  è limi- 
le al  triangolo  AHB  , e fi  è veduto  di  fopra  , che  il 
triangolo  AMP  è limile  pure  al  triangolo  FPB  , farà 
il  triangolo  AHB  firn  ile  al  triangolo  FPB,  ma  il  lato 
AB  — BF,  dunque  farà  anche  BHzzBP  ; li  tiri  la  ret- 
ta MI  parallela  ad  AB  , faranno  limili  i triangoli  BHE, 
MIE  , ma  faranno  anche  fra  loro  equilateri  , elTendo 
■BH—BP  — MI,  dunque  farà  EB  — EM,  che  è la  pro- 
prietà fondamentale  della  curva  propolla  . 

ESEMPIO  III. 

Sia  da  defcriverli  la  Verfiera  del  Problema  III. 
Bum.  238.  3 la  di  cui  equazione  è y—a  V ax  — xx  . Ef- 

X 

fendo  il  diametro  del  cìrcolo  AC  — a9  e prefa  ad  arbi- 
trio 
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trio  una  qualunque  AB  — x,  ( Fig.  135.  ) fi  tirino  le  in- 
definite BM,  CE  perpendicolari  ad  AC,  indi  per  lo 
punto  D , in  cui  la  B M taglia  il  circolo  , fi  tiri  A D , 
che  prodotta  taglierà  CE  in  E,  dal  punto  E fi. abballi 
una  parallela  ad  AC , incontrerà  ella  la  BM  nel  punto 
M , che  appartiene  alla  curva  . In  fatti , per  la  proprie- 
tà del  circolo  , BD—Vax  — xx,  e,  per  i triangoli  fimi- 
li  ABD  , A CE,  è AB  , BD  : : AC,  CE,  cioè  x , 

l /ax  — xx  : : a,  CE  — ai/ax  — xx—y,  equazione  deb 
la  curva  . 

ESEMPIO  IV. 

Sia  da  defcriverfi  per  varj  punti  la  Concoide  di  Ni- 
comede  del  Problema  IV.  num.  239.  , la  di  cui  equa- 
zione dr  y — b iz  x 1/  aa  — xx  ; fia  S A — Sa—a,  S P — b , 
iz  * 

col  raggio  SA~ a fi  deferiva  il  circolo  ABCa,  ( Fig . 
1351.  ) e prefe  ad  arbitrio  due  affifie  SE  , Se  tra  loro 
eguali  , che  fi  chiamino  x,  pofitive,  e negative  , fi  tiri- 
lo le  ordinate  EB  , e C,  ciafcuna  delle  quali  farà 

— Vaa  — xx  , e fi  producano  oltre  i punti  B , C inde- 
finitamente , per  i punti  S,  B fi  tiri  la  retta  SB  , e per 
lo  punto  P ad  efia  fi  tiri  parallela  la  P M ; i due  pun- 
ti M , m , ne’  quali  la  PM  taglia  le  due  rette  EB,  e C, 

D d d an- 
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apparterranno  alla  curva  , che  fi.  cerca  , vale  a dire  il 
punto  M al  ramo  fuperiore  , ed  il  punto  m al  ramo  in- 
feriore della  Concoide. 

E quanto  al  ponto  M : poiché  fono  fimili  i due_> 
triangoli  SEI B,  PEM,  farà  SE  , EB  ::  P E , EM  , 

cioè  8 , VaaWìtic  :?&+.#  j js  e confeguentemente., 
l’equazione  h-b'x\x  aa — fpettante  al  ramo  fupe- 

X 

riore  della  Concoide 

Riguardo  poi  al  punto  m,  condotta  la  linea  SC 
farà  il  triangolo  SeC  eguale  al  triangolo  SEB  , ma  il 
triangolo  Pem  è limile  al  triangolo  SEB,  dunque  farà 
anco  fimile  al  triangolo  SeC,  e però  fi  avrà  l’analogia 

P e , em  : : Se  , eC , cioè  • — -se,  V m — xx  ::  b — -x  , y , 

onde  fi  ricava  1*  equazione  y — b -^x  V -ga  — • xx  , che  è 

— 1 X 

appunto  quella  , che  appartiene  al  ramo  inferiore  della 
curva  , 

Condotta  per  lo  punto  5 la  indefinita  S N parallela 
alle  ordinate  EM,  em,  facilmente  fi  ricava  dalla  co- 
fifuzione  fuperiore  la  principale  proprietà  della  Concoi- 
de, cioè,  che  fe  dal  polo  P fi  condurrà  la  PM,  la_, 
quale  tagli  la  curva  nei  punti  M,  m,  e la  SN  nel  pun- 
to N,  faranno  le  intercette  mN,  N M fra  la  curva,  e 
la  indefinita  SN  di  lunghezza  Tempre  collante  , ed 

eguali 
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eguali  ad  $A~SB~a  . Imperciocché  per  la  coffruzio- 
-iie  farà  SBMN  un  parallelogrammo  , e però  NM~SB, 
ma  condotta  NO  parallela  ad  Se  , fono  fonili  i triango- 
li SBE,  mNOy  ed  in  oltre  NO~Se~SE  , dunque 
farà  mNzzSB  , ed  in  confeguenza  mN ~NM.r  il  che  ec. 

243.  Le  coflruzioni  dei  primi  tre  Efempj  riefeono 
affai  femplici , non  effendofi  in  effe  adoperati  fe  non 
che  circoli  di  dato  diametro  , e rette  linee  . In  altri'  in- 
contri verranno  ad  ufo  le  fezioni  coniche,  deferitte  an- 
che tal’  ora  con  diametri  , parametri , e rettangoli  va- 
riabili , ma  che  fi  prendono  come  collanti  per  determi- 
nare uno  , o più  punti  della  curva  . 

Per  darne  nn’  efempio  : vogliali  coftreire  per  pun- 
ti la  curva  dell’equazione  x V 'lax  — xx—yy(Fig.  140.) 
Defcritto  il  circolo  AHBb,  il  di  cui  diametro  ABzzia, 
prendo  ad  arbitrio  AD  — KB  — x , farà  DE  — KI~ 

\ / tax — xx.  Col  parametro  DE  , all’ affé  A B' deferivo 
la  parabola  apolloniana  GFAfg  , e DF,  Df  daranno 
i valori  pofitivo,  e negativo  di  y,  polla  x — AD",  KG, 
Kg  i valori  pofitivo,  e negativo^  di  y , polla  x — AK. 
I quattro  punti  per  tanto  F , /,  G,  g faranno  nella., 
curva,  cercata  . Con  firn  il  metodo  , variato  il  valore  del- 
la x , fi  determineranno  altri  punti  della  noflra  curva. 

244.  La  feconda  manieradi  coilruire  le  curve  fuperiori 
al  fecondo  grado  farà,  come  6 detto  al  num.  220.,  per 

Ddd  2 


mezzo 
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mezzo  di  altre  linee  di  grado  inferiore  ; e per  corn  in* 
dare  dalle  parabole  di  qualunque  grado,  fi  oiTervi  pri- 
mieramente , che  la  parabola  apolloniana  è una  fola  , e 
fi  efprime  coll’equazione  ax  —yy  le  cubiche  fono  due, 
cioè  aax—y 3,  axx—y 5 ; quelle  del  quarto  grado  fono 
tre  , cioè  a 1 x—y * , aax  x—y*  , ax*—y*  . Quelle  del 
grado  n fono  n -~  i } cioè  ax n - l~yn;  aaxn"~’  z—yn  ; 
a 3 x ” ■*"  s m y n ; a * x n ~~,  4 : y * , e così  fucceffiy,amente_* 
fin’  a tanto  , che  l’efponente  della  x fia  l’unità  . 

245.  Tutte  quelle  5 che  anno  la  x coll’efponente  dell* 
unità  , fi  chiamano  parabole  prime  , onde  aax  — y l , 
x—y* , an~  1 x ~yn  fono  tutte  parabole  prime . 

Per  cofiruire  qualunque  parabola  di  qualfivoglia^» 
grado  , fi  dia  principio  dalla  parabola  prima  cubica^ 
aax  —y*' 

E’  manifefio  , che  quella  averà  due  rami  , uno  po- 
finvo  , negativo  l’altro,  imperocché  pigliando  la  x po- 

fitiva  , farà  pofitiva  anche  la  y , cioè  y — p/  aax  ? e_» 

quello  farà  il  ramo  pofitivo  . Ma  pigliando  la  x nega- 
tiva , farà  negativa  anche  la "y  , cioè  y ~ —aaXj  (che 

non  è punto  quantità  immaginaria  ) e quello  farà  il  ramo 
negativo  , E’  chiaro,  che  i due  rami  vanno  all’infinito, 
e fono  concavi  all’ alfe  AB  . ( Fig.  141,  ) 

Per  paffare  alla  corruzione  : fi  ponga  yy  =z  az  , e 
fofiituendo  nell’equazione  aax  —y-'  . in  luogo  di  yy , que- 
llo 
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fio  valore  az  , l’equazione  alla  parabola  cubica  fi  mu- 
terà in  quell’  altra  ax  ~ zy , che  fi  rifolve  nella  Tegnen- 
te analogia  a , z : : y , x . 

Ciò  pollo  , all’  albe  A E fi  deferiva  la  parabola  dell* 
equazione  yy  — az  , e fìa  DAE  . Sia  A Bzzz  , BE—y, 1 
BD  — — y9  AC— a,  e fi  conduca  CB  , e per  lo  punto 
A la  linea  RAF  parallela  alla  CB  , e fatta  AG—BES 
fi  tiri  GE  , farà  CA  , AB  ::  AG , GF  , cioè  a , z:  :y, 
x , onde  prefa  ad  arbitrio  la  'AB,  le  corrifpondenti  BE , 
o fia  AG,  e GF  faranno  le  coordinate  della  nofitra 
parabola  cubica  , ed  F ne  farà  un  punto  ; imperocché 
reilituendo  nell’analogia  a , z : : y , x il  valore  di  z , 
cioè  yy  , farà  a , yy  :*y  , x , che  appunto  ci  dà  l’equa? 

<?  a. 

zione  y%  — aax  . 

Ma  perchè,  quando  fi  prenda  x negativa  , anche  y 
è negativa  , l’ analogìa  a , z : : y , x fi  muterà  nella  fe- 
guente  a,  zi  : — y , — x ; onde  prefa  AV—BD  , farà 
CA,  AB  : : AV,  VR  , cioè  a , z : : — j , — x , ed  il 
punto  R farà  nella  parabola  cubica  . Il  ramo  AMF  farà 
il  politivo  , ed  il  ramo  ANR  il  negativo  . 

zqtf.  Sia  propofia  da  cofiruirfi  la  parabola  prima  del 
quarto  grado  a^x—y^.  Quella  avrà  pure  due  rami, 
uno  fopra  Falbe,  l’altro  al  di  lotto,  perchè  alla  x politi  va 
corrifponde  tanto  y , quanto  — y % per  effere  l’indice  del- 
la potefià  della  y di  numero  pari  . Quelli  due  rami  fa- 


rà n-. 
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ranno  concavi  all1  affé  , ed  anderanno  all’  infinito  . Per 
pafTare  alla  coffruzione  , faccio  yì  re  aaz.,.  e follituendo 
in  luogo  di  yì  quello  valore  nell'equazione,  propofla,  fi 
avrà  zy  — ax  , o Ila.  a z : : y , x . 

AH’  affé  KC  ( Fig.  142.  ) fi  deferiva  la  parabola-.' 
dell’equazione  y 3 — aaz  , che,  per  é fiere  la  prima  cubica, 
già  fi  fa  colfrmre , e fi.a  quella  la  QAD  ,.  farà.  A C zz 
GDzzz,  AK  — — z,  CD  — A'G—y  y KQ~ — -y  . Pren- 
dali AB  — a,  e fi  tirino  le  rette  BC , BK,  e per  Io 
punto  A fia  AF  parallela  a BC,  ed  AP  parallela  a 
KB,  ciò  pollo  , farà  BA,  AC  AG  , GF , cioè  a , 
z ::y,  x ,.  ed  il  punto  F farà  nella  curva  propolla  da 
coflruirfi  ; imperocché  effondo  a,  z ::  y , x , ed  effen- 
do  ancora  z — yì  , farà  a,  y3  :: y , x , cioè  a% x—y+  . 

aa  aa 

Ma  poiché,  effendo  x,  pofitiva.,.  fi  può  prendere  la  y 
anche  negativa,  che  in  quello  calo  farà  la.  KQ,  e la 
AK  farà  — 3 , avraffi  pure  B A , AK:.:  KQ  (cioè  AR), 
RP  , o fia  a y — -z  : : — y s x,  e però  il  punto  P farà 
nella  curva  a 3 x.  zzy 4 

247.  Sia  propofia  da  coflruirfi  la.  parabola  prima  del 
quinto  grado  a^x—yQ  . Quella  ancora  avrà  due  rami  , 
uno  pofitivo , negativo  l’altro  ; imperocché  pigliando  x 

pofitiva  , farà  y pofitiva,  cioè  y—  jj/aAx  , ma  pigliati^ 
do  x negativa  , farà  y negativa  , cioè  y — j/  — a*x . 

Quelli 
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Quelli  due  rami  vanno  all’infinito-,  e fono  concavi  all’ 
affé  AB.  Per  paffare  alla  coffruzione:  faccio y 4 ~a*  z , 
e fofiituendo  quello  valore  nell’equazione  propolla , farà 
axzpyz  , o ila  a7  z : : y , x , 

All’ affé  AB  ( Fig.  141,  ) fi  deferiva  la  parabola  dell' 
equazione  y 4 =5  3z  , e fi  a DAR  . Effendo  4 B~z,  farà 
B , BD  — — y . Sia  ^ Cm#  , e fi  conduca  CB  , e ad 
effa  parallela  la  KAF , indi  fi  tiri  la  retta  E FG  , e la 
parallela  DFK  , Ciò  pollo  , farà  CA  , AB::  AG,  GF, 

( a,  z ::  y9  a-  ) ed  il  punto  F farà  nella  curva  propofia 
da  cofiruirfi  ; imperocché  effendo  a9  z ; ; y7  x , ed  effen- 
do  ancora  a 3 z —y 4 , farà  a , y*  : : y , x , cioè  y i ~ a 4 x . 

Ma  perchè  effendo  v negativa  , anche  la  y farà  ne- 
gativa , l’analogia  a , z ::  y , x fi  muta  nella  Tegnente 
a , z ::  — y , — x , onde  prefa  A V—  DB  , farà  CA'* 
AB  : : A V , FK  ( a , z : : — y , — # ) , ed  il  punto  JC 
farà  nella  curva  propofia  da  cofiruirfi  . 11  ramo  AMF 
farà  il  pofitivo  , ed  il  ramo  A NK  il  negativo . 

248.  Generalmente  fia  propofia  da  cofiruirfi  la  parabola 
an~  1 x — yn  . Facciafi  yn~~ 1 ~ an~*lz  , e foflituendo 
quefio  valore  nell’equazione  propofia,  fi  avrà  Tempre^,- 
zy~ax  , Onde  fi  feopre  , che  fi  potrà  fempre  cofiruire 
qualunque  parabola  prima  per  mezzo  del  triangolo  , è 
della  parabola  prima  del  profilato  grado  inferiore. 

jqp.  Ora  farà  facile  paffare  alla  coffruzione  dell’ altre 

para- 
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parabole  ancora  , cioè  alla  corruzione  delle  feconde  , 
rerze  , quarte  ec.  di  qualunque  grado  ; anzi  quelle  pure 
fi.  fono  coflruite  nella  cofiruzione  delle  prime  . 

Sia  propofla  da  cofiruirfi  la  feconda  parabola 
cubica  axx—y 3 . Pongo  j/3  = aaz  , dunque  fofiituendo 
nell’  equazione  propofla,  in  luogo  di  y%  , il  fuo  valore., 
aaz  , farà  xx  — az  . 

All’ affé  AB  ( Fìg.  143.)  fi  deferiva  la  parabola-, 
apolloniana  A C dell’equazione  xx  — az , indi  allo  fieffo 
alle  fi  deferiva  la  prima  parabola  cubica  dell’  equazione 
y'  — aaz,  ed  effendo  AB  — z , farà  BE^zy  , ma  nella^ 
parabola  apolloniana  AC,  effendo  AB  — z , farà  BC—x , 
dunque  fi  avranno  Tempre  le  due  coordinate  x , y della-, 
feconda  parabola  cubica . 

Sia  propella  da  cofiruirfi  la  parabola  terza  del  quar- 
to grado  ax’—y*  . Pongo  a’Z—y + , dunque  fofiituendo, 
farà  x 3 aaz  . Sia  coffruita  la  parabola  prima  cubica-, 
x^—aaz  , ed  al  medefimo  affé  fi  cofiruifca  pure  la  pri- 
ma del  quarto  grado  y*  — a3  z . Le  due  ordinate  di  que- 
lle curve  corrifpondenti  alla  medefima  aflìffa  z daranno 
le  coordinate  x , y dell’equazione  propofia  ax^—y*. 

In  tutte  le  altre  di  qualunque  grado  fuperiore  fi 
proceda  collo  fieffo  metodo  , badando  i dati  efempj , 
per  effere  la  cofa  da  fe  chiara  . 

250.  Solo  rimane  da  offervarfi  , che  la  parabola^ 
feconda  del  quarto  grado  aaxx—y + non  è altro  , che 

la 
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la  parabola  apoìloniana  , ma  raddoppiata  in  fenfo  con- 
trario . E primieramente  fe  è aaxxzzy*3  farà  anche, 

eftraendo  la  radice  quarta,  p/  aaxx  — V'ax  — ±y  . Ora_* 

l Sax  — izy,  o fia  ax—yy,  altro  non  è,  che  l’equazio- 
ne alla  parabola  apoìloniana  . La  noftra  curva  poi  è una 
parabola  apoìloniana  raddoppiata  , poiché  il  termine 

mxx  viene  egualmente  generato  tanto  da  +.  ax  X +-  ax , 

quanto  da  — ax  X — ax  , verificandoli  del  pari,  edere 


p/  aaxx  zz  p/  +.  ax\  +•  ax  zz  ■ — ax  X — axzzV ax  zz 


±_y.  Alle  x negative  per  tanto  corrifpondono  le  y reali, 
ed  il  ramo  MAN  della  parte  dei  negativi  ( Fìg . 1-44.)  farà 

affatto  Umile  al  BAC  dalla  parte  dei  politivi  , avveran- 
dofi  rifpetto  ad  entrambi  l’equazione  5 / aaxxzzV ax  zz 


±z  y . Ma  la  parabola  apoìloniana  non  à il  ramo  dalla-* 
parte  dei  negativi  , poiché  polla  x negativa  , 11  à 


V — ax  zz  +z  y , curva  immaginaria  . 

Se  fi  alzerà  l’equazione  ax  zz yy  alla  terza  poteflà, 
la  curva  corrifpondente  alla  equazione  a?x 3 — y6  non— 
farà  , che  la  fola  parabola  apoìloniana  . Alzata  l’  equa- 
zione ax  zz  yy  alla  quarta  potellà  , la  curva  corrifpon- 
dente alla  formola  a*x*zzys  torna  ad  edere  la  para- 
bola appolloniana  raddoppiata  in  fenfo  contrario.  Gene- 
ralmente fe  la  potellà  , a cui  fi  alza  la  formola  axzzyy, 

E e e farà 
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farà  pari  , foddisfarà  la  parabola  apolloniana  raddoppia- 
ta ; e fe  farà  difpari , foddisfarà  la  parabola  apolloniana 
femplice  . 

Una  tale  dottrina  li  può  applicare  a tutte  le  para- 
bole 7 ed  iperbole  prime  , la  di  cui  equazione  canonica 
Il  è (prendendo  per  n un  numero  qualunque  intiero  affer- 
mativo o negativo  ) a”'-*1  x ~ yn  . Alzata  quella  a_, 
poteilà  pari  , la  curva  propria  della  nuova  equazione 
farà  la  parabola  , o iperbola  an~  lx  — y n raddoppiata», 
in  fenfo  contrario  . Se  la  poteilà  farà  difpari  5 fvanirà  il 
raddoppiamento  , e remerà  la  curva  femplice  propria», 
dell’equazione  an~^  1 ~y  n , 

251.  Dalla  eoflruzione  delle  parabole  di  qualunque 
grado  fi  fa  paffaggio  alla  corruzione  degl’  Iperboloidi 
pure  di  qualunque  grado  . 

Gli  iperboloidi  del  terzo  grado  fono  due  , cioè 
a 3 = xxy  , a%  22  xyy  . Sia  propello  da  colfruirlì  l’iper- 
boloide dell’equazione  aì  — xxy  . Quella  curva  avrà  due 
rami,  che  vanno  agl’ afintoti  , e l’uno,  e l’altro  avrà 
le  ordinate  pofitive  , ma  le  affile  in  uno  faranno  polì- 
tive,  negative  nell’altro. 

Per  coflruìrla  : pongo  xx  zz  az , e foflituendo  , farà 
aazzzy,  Fra  gl’  afintoti  AM,  AG  ( Fig.  145.  ) fi  deferiva 
l’iperbola  FQ  dell’equazione  aa~zy . Prefa  adunque  AG  zz  z, 
farà  GF  — y , indi  dal  punto  G in  angolo  femiretto  fi 
fi  conduca  GB  , e farà  ABzz  AG  — z ; all’ affé  AB  fi 

deferì- 
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deferiva  la  parabola  CA.E  dell’equazione  az  — xx  , indi 
condotte  le  ordinate  BC , BE  , e le  indefinite  CK}  EP 
parallele  alla  BA  , farà  AH—BE—x,  e tirata  FK  pa- 
rallela a GD,  farà  HP~GF  — y.  [deliamente  farà 
AD  zz  BC  — — ■ x,  DK  ~y  , ed  i punti  P 3 K faranno 
nella  curva  propofla  . 

Ora  metto  la  coflruzìone  dell’equazione  a3  — xyy  9 
perchè  è la  medefima  s mutandoli  folo  le  veci  delle_» 
coordinate  . 

252.  Sia  propollo  l’iperboloide  dei  quarto  grado  , e 
fi  a l’equazione  a*  — x3y  . Quefia  curva  avrà  due  rami, 
che  vanno  agi’ afintoti , in  uno  de’  quali  farà  x pofitiva , 
ed  y pofitiva  , e nell’altro  x negativa  , ed jv  negativa  . 

Pongo  x3—aazì  dunque  lofiituendo,  fi  avrà  zy—aa> 
Fra  gl’ afintoti  MF  y TG  , ( Fìg.  146.  ) indefinitamente., 
prodotti,  fi  deferiva  l’iperbola  ER  , KO  dell’equazione 
zy  — aa,e  farà  A F — z,  FE~y , A M~ — 2;,  MK~ — y; 
dal  punto  F fi  tiri  FG  in  angolo  femiretto,  a cui  fia_» 
parallela  M T , e farà  A G~  AF  =r  z ; AT  — A M — — - z . 
All’ alfe  TG  fi  deferiva  la  parabola  cubica  SAH  dell* 
equazione  x3  —aaz , e farà  AI—GH—x^A  P~TS — — x; 
onde  condotte  le  rette  EC,  FLV  parallele  alla  AI,  farà 
IC—y  , PV— — y , ed  i punti  C , V nella  curva  pro- 
pella . v 

Qui  pure  om metto  la  collruzione  dell’  equazione^, 
a'—xy3  , perchè  è la  medelima  , mutandoli  folo  le  ve- 
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ci  delle  coordinate  . Om metto  ancora  la  coftruzione^ 
deli’  equazione  a*  zzxxyy  , perchè  quella  fi  riduce  all* 
iperbola  apolloniana  . 

253.  Sia  propofia  la  curva  iperboloide  del  quinto 
grado,  e fia  in  primo  luogo  l’equazione  as  — x*y  » 
Quella  avrà  due  rami , che  vanno  agl’ afintoti  , in  uno 
de’  quali  prefa  x pofitiva,  farà  pure  pofitiva  la  y ; nell'’ 
altro  prefa  la  x negativa  , ciò  non  aliante , farà  la  y 
pofitiva  . 

Pongo  xA='a*z,  dunque  foflituendo,  farà  aa  ~ zy. 
Fra  gl’ afintoti  AG.,  A M fi  deferiva  l’ iperbola  apollo- 
niana FQ_  dell’equazione  aa  — zy%  ( Fig.  145.  ) onde  pre- 
fa AG—z  , farà  GFzzy  . Dal  punto  G in  angolo  femi- 
retto  fi  conduca  la  GB  , e farà  AB  — AG~z  . All’ alfe 
AB  fi  deferiva  la  parabola  CAE  dell’equazione  x^-a^, 
e farà  BE—AH—x,  BCzzAD~  — x,  e condotta  FK 
parallela  alla  GD  , e le  CK  , EP  perpendicolari  alla., 
fletta,  farà  HP  — DKzzGF—y,  ed  i punti  P,  K nella 
curva  propoila  . 

Sia  l’altra  equazione  as  — x}yy  dell’iperboloide  del- 
lo flelTo  grado  , quella  avrà  due  rami  , imperocché  al- 
la fletta  x pofitiva  corrifpondono  due  ordinate  y , una 
pofitiva  , negativa  l’altra  . 

Pongo  x 3 àaz  , dunque  folìituendo  , farà  a 3 r:  zyy . 
Fra  gl’ afintoti  DM , CN  (Fig.  147.)  fia  deferitto  l’i- 
perboloide RG , FV  dell’equazione  a%~zyy  , ed  etten- 

do 


ANALITICHE.  405 

do  AH  — y , A P ~ — y , farà  HI  ~ Z — P K~AB  . 
All* alle  PH  fi.  deferiva  ia  parabola  cubica  AS  dell'e- 
quazione x'  — aaz  , indi  dal  punto  B fi  conduca  ad  an- 
golo femiretto  la  BQ  , e il  alzi  la  perpendicolare  QSt 
farà  adunque  A Q~z  , QS~x  . Per  lo  punto  S fi  con- 
duca la  retta  OT  parallela  all’afintoto  NC,  e che  in- 
contri le  prodotte  HI,  PK  ne’  punti  Tt  0;  effendo' 
adunque  AH~y  , farà  HTzzx,  AP— — y,  PQ  — x , ed 
i punti  0 , T faranno  nella  curva  propoda  . 

Le  codruzioni  dell'  altre  due  equazioni  a 5 —xxy1  , 
a'  — xy*  fono  le  medefime  , inutandofi  folo  le  veci  delle 
coordinate.  Con  lo  delio  artifizio  fi  cofiruiranno  facil- 
mente tutti  gl’iperboloidi  di  qualunque  grado  . 

254.  E’  da  notarli  , che  tutte  le  parabole  prime-» 
deferitte  intorno  ad  un’ affé  medefimo  fi  tagliano  nel 
medefimo  punto  ; imperciocché  prefa  per  ciafcuna  di 
effe  la  medefima  affida  x — a , farà  per  tutte  la  mede- 
fi  ma  ordinata  corrifpondente  y — a , il  che  non  può  ede- 
re fe  non  tagliandoli  tutte  nel  medefimo  punto  . 

255.  In  oltre  , le  parabole  fuperiorì  di  dimen- 
doni  ( intendendo  delle  prime  ) cadono  prima  di  arri- 
vare al  punto  della  lezione  al  di  fopra  delle  inferiori  3 
avvicinandofi  più  alla  tangente  nel  vertice  , e dopo  la-» 
fezione  più  quelle  , che  quelle,  fi  accodano  all' affé-,  ; 

poiché  effendo  nella  parabola  apolloniana  y — v ax  , 

nella 
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nella  prima  cubica  y ~ m#  h nella  prima  del  quarto 

grado  y — {/  a3 x é£,  $ fé  fi  prenda  x minore  dì 


farà  V àx  ttinore  di  ^ aax  , e aax  minore  di  a 3 x 

ec.  ; ed  all’  oppofto , prefa  x maggiore  di  a r farà  1 / ax 
maggiore  di  p'aax  s e p/ aax  maggiore  di  y/a3xe c„ 

IllelTamente  , e per  fimi!  ragione  gli  iperboloidi 
( intendendo  pure  de"  primi  ) fi  tagliano  tutti:  nel  verti- 
ce 5 ed  ì fuperiori  di  dimenfioni  cadono  dopo  il  punto 
della  fezione  al  di  dentro  tra  gf  inferiori , e l’afmtoto  t 
fu  cui  lì  prendono  le  x ; e dalla  parte  dell’afintoto  pa- 
radello alta  y gl’inferiori  cadono  al  di  dentro  tra  i fu- 
periori s e l’ afintoto  lleffo  « 

2.56'.  Rodano  ora  da  codruirfi  quelle  equazioni  * 
che  anno  più  termini  5 le  quali  io  dillinguo  in  tre  cali  * 
Chiamo  del  primo  cafo  quelle  » che  anno  un  fola-  ter- 
mine , in  cui  fia  l’indeterminata  y , e quella  di  una 
fola  dimenlìone  » Del  fecondo  cafo  quelle „ che  anno  un 
foto  termine  , in  cui  fia  l’ indeterminata  y a e quella 
elevata  a qualunque  potelU  . Del  terzo  calo  quelle  , in 
molti  termini,  delle  quali  lì  ritrova  l’indeterminata y , ed 
elevata  a qualunque  patella  . 
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CASO  I,  ESEMPIO  I, 

257.  Sia  propofla  da  cofìruirfì.  la  curva  dell*  equa- 

zione a4 — -x^zza^y.  Pongo  yzzt — q9  e faccio  le  due 
equazioni  , x*  — a\q  . All* affé  AB  ( Fig.  148.  ) 

defcrivafi  la  parabola  MAC  dell’equazione  X* ~a 3 q,  ed 
effendo  AD  — q , farà  DHzzx\  DF-Z-^-x  . Ma  per 
l’equazione  a*zza*t , farà  t ~a,  e però  prefa  ARzz 
cizzt , farà  DB~t — q , cioè  zz'y  ; onde  prefa  ad  arbi- 
trio una  qualunque  affilia  B'SzzD  Htzx , e BQ~DFzz 
• — x,  le  SH , OF,  parallele  a BA  , faranno  le  corrif- 
ppn denti  ordinate  della  curva  propofla  , la  quale  è una 
porzione  della  rnedefima  parabola  del  quarto  grado, 

ESEMPIO  II. 

258,  Sia  proporla  da  cofìruirfì  la  curva  dell’equa- 
zione x"1  +-  axi~aì  y , Quella  curva,  per  le  regole  già 
note  , fi  fa  avere  tre  rami  , due  infiniti , e pofìtivi , ed 
uno  negativo  con  un  maffimo  , che  per  ora  non  fi  fà_. 
riconofcere  , e l’affe  farà  tagliato  in  due  punti  . Pongo 
y~z+-t  y e faccio  le  due  equazioni  x^  — aì  z , x'zzaat. 
All’ affé  AB  ( Fìg.  145».  ) fi  deferiva  la  parabola  MAD 
dell’equazione  x'zzM  z , ed  effendo  AFzz z , farà  FDm 
AEzz  x . Per  lo  medelimo  punto  A fi  deferiva  la  pa- 
rabola 
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rabola  cubica  CAP  dell’equazione  xl  — aat  , ed  alla_, 
medefima  x corrifponderà  PE  — t,  onde  elfendo  AEzzx , 
farà  PE+-ED~z+-t=y  , fatta  PD  parallela  alla  AFt 
dal  che  fi  vede , che  prefa  x pofitiva , la  y crefce  in_ 
infinito  . 

Prefa  poi  x negativa  , farà  t negativa  , e per  con- 
feguenza  y — z — t.  Sia  AG  — x negativa,  farà  G M—z? 
GT—t,  onde  y~MT  negativa  , e fra  tutte  le  MT  vi 
è una  maffima  . Prefa  x~‘ — a,  farà  GM—GT,  onde 
jy  = o . Prefa  x negativa  , e maggiore  di  a , farà  GM — 
GT  quantità  pofitiva  , onde  la  y farà  pofitiva  , e crefce- 
rà  in  infinito  . 

La  curva  farà  a un  di  prelTo  della  feguente  forma, 
prendendo  le  x dal  punto  A . ( Fig.  150.  ) 

ESEMPIO  III. 

Sia  propofia  da  cofiruirlì  la  curva  dell’equa- 
zione x'-t-ax*  — aaxx~  a3y  . Quella  curva  avrà  quat- 
tro rami  ; due  pofitivi , ed  infiniti  ; due  negativi , e_> 
finiti  . In  due  punti  taglierà  l’alfe  , ed  in  uno  lo  toc- 
cherà , avrà  due  maffimi  negativi  ec.  ; il  che  fi  faprà 
dalle  regole  da  darli  a fuo  luogo  . 

Pongo y — z — faccio  le  d ue  equazioni  x 4 +-  ax 3 =: 

a3Zj  — xx  — — aq  . La  curva  dell’equazione  x*+.ax*  — 
a'z  già  fi  fa  collruire  in  virtù  di  quello  metodo,  e_. 

fia 
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fìa  quella  CBADG , ( Fig . 151.)  in  cui  prefa  AK  — x 
pofitiva  , farà  KG  — z ; prefa  x negativa  m AP  , farà 
z negativa  — PB  , prefà  x negativa,  e maggiore  di 
AO  , farà  z pofitiva  . All’ affé  AN  fi  deferiva  la  para- 
bola TAH  dell’equazione  xx~aq.  Efiendo  dunque., 
AK  — x pofitiva,  farà  KH~q  , e GH~z — q—y  , la_, 
quale  crefcerà  in  infinito  , crefcendo  la  x in  infinito  . 
Nel  punto  F , farà  z~q  , ed  y = 0.  Fra  il  punto  F, 
ed  il  punto  A , farà  q maggiore  di  z , onde  z — q fa- 
rà quantità  negativa  , ed  y negativa,  e vi  farà  un  maf- 
fimo  negativo.  Nel  punto  A farà  zmo,  q~o  , y zzo . 
Prefa  x negativa  = AP  , farà  z-  BP  } e negativa».  , 
onde  fempre  y negativa  . Fra  il  punto  A , ed  il  punto 
0 vi  farà  una  maffima  BQ  , onde  vi  farà  una  mafiìma 
y negativa.  Prefa  x negativa,  e maggiore  di  AO  , fa- 
rà z pofitiva  , ma  minore  di  q , onda  y negativa  . Pre- 
fa x negativa  , ed  eguale  ad  A M , farà  z — q , ed  y~o  . 
Prefa  x negativa,  e maggiore  di  AM,  farà  fempre  z 
maggiore  di  q , onde  fempre  y pofitiva  in  infinito  . 

Se  l’equazione  farà  più  numerofa  di  termini  , Io 
.fieflb  artifizio  fervirà  , ed  abbenchè  la  cofiruzione  in_» 
quello  cafo  fi  faccia  più  compofia  , ed  imbrogliata^  , 
tuttavia  però  non  sfugge  il  metodo  . 

Si  poteva  in  altra  maniera  ancora  cofiruire  l’ultima 
equazione,  facendo  y—  z 4-  t — q9  indi  x'—a*  z,  x\~aat , 
— xx  — — aq  , e col  mezzo  di  quelle  tre  curve  aufilia- 
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rie  pattare  alla  collruzione  della  principale  , il  che  om- 

ìnetto  per  brevità . 

260.  Può  forfè  fembrare  , che  nelle  pattate  corru- 
zioni j e nelle  poche,  che  feguono  , fra  neceffario  che 
l’angolo  delle  coordinate  fia  retto,  effendofi  tale  fuppo- 
flo  ; ma  fe  ben  fi  rifletta  , fi  vedrà,  che  etto  angolo 
può  ettere  , come  fi  vuole,  quando  fi  ufi  qualche  pic- 
cola attenzione  intorno  all’angolo  delle  coordinate  delle 
curve  fuffidiarie  introdotte,  relativamente  all’angolo  delle 
coordinate  dell’equazione  propolla, 

GASO  II.  ESEMPIO  IV. 

261.  Sia  propolla  da  coflruirfi  l’equazione 
xnìza5  xn~  s+amxn—  ec.=^  , Pongo y*  —af~ 

e follituendo  quello  valore  in  luogo  della  yt  , l’equa- 
zione farà  xni=-  a*  xn~ 5 ±1  amxn~m  ir  ec.  = a*—  'z  : 
col  metodo  del  primo  cafo  fl  coflruifca  quella  curva-., 
pofcia  fi  deferiva  la  parabola  dell’equazione  yt  ~at—  1 z, 
e 11  avrà  la  relazione  tra  le  x , e le  y della  curvai 
propolla . 
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CASO  III.  ESEMPIO  V. 

262.  Sia  propolla  da  cofiruirfi  l’equazione 
xm  ir  axn  ±^bxs  ir  ec.  ~ yi  ir  yl  iz  ec. 

Pongo  yf-^yV+i  ec.  =z  , dunque  fofiituendo  , l’equa- 
zione farà  xm±L  axn ir  bx  s ec.  =:  z . Col  metodo  del 
primo  cafo  fi  cofiruifca  l’una  5 e l’altra  di  quelle  due_» 
curve  aufiliarie  al  medefimo  alle  , in  cui  il  prendono 
le  z , e fi  avrà  la  relazione  delle  due  coordinate  x , ed 
y della  curva  propofia  . 

263.  Sino  ad  ora  non  fono  fiate  da  me  confiderà- 
te  fe  non  quelle  equazioni , che  anno  le  incognite  fe- 
parate  3 cosi  che  s quando  effe  incognite  fono  mille  fra 
loro  j le  regole  date  non  anno  più  luogo  . 

In  quelli  cali  bifogna,  o con  l’ordinaria  divifione_>, 
o con  l’efirazione  delle  radici  , o con  una  congrua  fo- 
flituzione  , o con  altri  ripieghi  .procurare  di  feparare  le 
indeterminate  medeiime  ..  Come  fe  fofie  l’equazione-» 
a%y  +-  axxy  — aaxx  +-  ,v4,  dividendo  per  a 3 -f-  axx  > farebbe 
y ~ aaxx  +-  x 4 ; e fe  fofie  l’equazione  aaxy  -h  xxyy  — x 4 h-  a 4 s 

a 3 +-  axx 

fatta  la  foilìtuzione  z=  yx  , avremmo  l’ equazio- 
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ne  a'z  +-  aazz  zz  x+i -a*  , nella  quale  le  incognito 

fono  fe'parate  . 

Così  preparate  le  propone  equazioni  , fi  palla  alla 
cognizione  nella  feguente  maniera  , 

ESEMPIO  VI. 

264.  Sia  l’equazione  da  coftruirfi  yzz  aaxx  *-x+  » 

a 3 +-  axx 

Pongo  aaxx-i-x+zz  a3 p ; pongo  di  più  a3  -naxxzzaat , 
e fofiituendo  quelli  valori  nell’equazione  propofla,  farà 
y—  ap  j cioè  t,p::a,y  . 

t 

La  curva  propofia  avrà  due  rami , che  vanno  all’ 
infinito;  alle  x tanto  pofitive,  quanto  negative  corrifpon- 
deranno  le  y pofitive  . 

All’ alle  HD  ( Fig.  152.  ) fi  deferiva  la  curva  LAC 
dell’equazione  aaxx  -ha;4  = a3p  , e pigliando  ADzzx, 
farà  DCzzp  — AB  . Si  prenda  AFzza  — AM , indi  col 
vertice  F , all’ afle  HD  fi  deferiva  la  curva  PFE  dell’ 
equazione  a 3 +•  axx  — aat  , e pigliando  AD  — x , farà 
DE  —t  , onde  effendo  DC—p  , farà  DE  ~ t , e fat- 
ta E G parallela  ad  AD  , dal  punto  G fi  tiri  in  ango- 
lo femiretto  la  GH , farà  AHzzt  . Dal  punto  C li  tiri 


CB 
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CB  parallela  a DA , e fi  conduca  la  retta  JBH,  a cui  ila 
parallela  AfK,  farà  AKzzy  , eiTendo  ADzzx;  impe- 
rocché, per  i triangoli  Umili  J AfK  , AHB  , farà  ^ H , 
AB  ::  A M,  AK  , cioè  f , p ::  a 3 AK~  ap  ~y  , ondcL» 

t 

condotra  parallela  all’ affé  la  K<2,  faranno  le  AD,  D£) 
le  due  coordinate  della  curva  propofla.  Per  avere  l'al- 
tro ramo  della  noffra  curva , baila  prendere  le  x dalla 
parte  dei  negativi , e replicare  nella  parte  contraria  hu, 
medefima  coffruzione  . 

ESEMPIO  VIL 

2 65.  Sia  ora  propofla  da  coffruirfì  l’altra  equazione 
aaxy  +-  xxyy  = x 4 4-  a*  , la  quale  trattata  colle  regole  delle 
quadratiche  affette  avrà  le  incognite  feparate  ; ovvero 
colla  foffituzione  z—xy  fi  ridurrà  ad  effere  a 3 z +-  aazz  = 

a 

x*-t-a* . Col  metodo  del  terzo  cafo  fi  coffruifca  quella 
equazione  , e fi  averanno  le  due  coordinate  x,  z;  indi 
fi  faccia  l’analogia  x,  z::a  al  quarto,  che  farà  la y ec. 
Se  una  foffituzione  non  gioverà  per  liberare  le  indeter- 
minate dalla  confufio.ne  , fe  ne  devono  tentare  dell’  al- 
tre , e quando  niuna  ferva  , le  equazioni  sfuggono  il 
metodo  efpoffo  , onde  bi fogna  ricorrere  ad  altri  artifizj . 
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266.  Una  congrua  foli  inazione  può  fervirc  negl’ altri 
cafi  ancora  , ne’  quali  le  indeterminate  fono  feparate_, , 
e quindi  alle  volte  fomminifirare  una  corruzione  piu 
facile  , e più  elegante  , e però  farà  Tempre  bene  mette- 
re alla  prova  divedi  artifizj  , ed  in  fine  appigliai' fi  a-» 
quello  , che  fi  giudicherà  migliore  . 

ESEMPIO  VII  Io 

257.  Sia  l’equazione  y 4 — qay* +-  /\aayy~ za}x.  Fac- 
cio za 3 x 22  z4  , e però  faràjy4 — 4 ay*  ■+.  4 aayy  re  z4  ; cioè 
yy  — 2 ay  = zz  , o pure  2 ay  — yy  22  zz  . 

Cofiruifeo  adunque  quello  luogo  , che  farà  nel  pri- 
mo cafo  alle  due  Iperbole  equilatere  oppofie  coll’ affo., 
trafverfo  22  za  ; ed  al  Circolo  nel  fecondo  cafo  col  dia- 
metro — 2 a 9 e generalmente  a quelle,  ed  a quello  in- 
ficine . Al  diametro  trafverfo  AB  — zct  ( Ftg . 153.  ) 
fieno  deferitte  le  due  iperbole  equilatere  A MH  , 
B MH  , ed  il  circolo  A MB  ; indi  deferitta  al  ver- 
tice A la  parabola  dell’equazione  2 a*x  — z*,  ed  al- 
zata la  perpendicolare  A Q indefinita  , e prefa  una_. 
qualunque  A D 22  z , indi  condotta  M M parallela-, 
•ad  A B , faranno  le  D S 22  x , e le  D M 2=  y po- 
fitive  nel  circolo  s e nell’  iperbola  da  A verfo  B ; e 

ne- 
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negative  nel?  iperbola  dalla  parte  oppofla  , e la  cur- 
va farà  a un  di  predo  , come  KAGBF  , ( Fìg.  154.  ) 
in  cui  i due  rami  AK  negativo,  e BF  pofitivo  van- 
no al?  infinito  , nè  avrà  ramo  alcuno  al  di  fotto 
dell’alTe  AB  , perchè  non  può  ma i avere  la  x ne- 
gativa . 


CAPO 
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CAPO  VI. 

Del  metodo  de * MaJJimi  -,  e Minimi , delle  Tangenti  delle 
Curve  , de * FlejJì  contrari  , e RegreJJì , facendo  ufo 
della  fola  Algebra  Cartefìana  . 

2(58.  (Quantunque  il  calcolo  degl'  infinitefimi  fia 
il  pni  femplice,  il  piu  breve  , ed  il  più  univerfale  per 
trattare  tali  queftioni , non  voglio  però  , prima  di  ter- 
minare l’Algebra  Cartefìana  , lafciare  di  moftrare  bre- 
vemente , e per  modo  d’erudizione  , come  le  foluzioni 
di  quedi  queliti  poffano  nelle  curve  geometriche  ( cioè 
in  quelle  , che  fono  efpreffe  da  equazione  finita  alge- 
brica ) averfi  fenza  l’ajuto  del  calcolo  differenziale. 

E per  cominciare  da’Maffimi,  e da’  Minimi,  vale 
a dire  dal  ritrovare  nelle  curve  geometriche  le  maflì- 
me,o  le  minime  ordinate;  fiala  curva  A GB  ( Fig . 155.,  e 
1 5 (5.) , e prefa  una  qualunque  ordinata  D M,  fi  tiri  MF  paral- 
lela all’ affé  delle  affiffe  AB  , faranno  eguali  le  due  or- 
dinate DM,  EF,  alle  quali  corrifpondono  due  diverfe 
affiffe  AD,  AE  ; ma  quanto  piu  le  ordinate  DM,EF 
anderanno  egualmente  accodandoli  fra  di  loro  , fempre 
minore  fi  farà  la  differenza  delle  affiffe  AD,  A E , fin- 
che cadendo  finalmente  le  due  ordinate  D M,  É F nella 

inaili- 
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maffima  CG  , o le  due  LM,  NF  nella  minima  IG  , 
fi  faranno  eguali  le  affilTe  AD  , AE  , o le  HL,  HAT 
rifpetto  all’aire  HK.  Adunque  quando  l’ordinata  fi  a la 
malfima  , o la  minima  , l’equazione  della  curva  difpo- 
fla  fecondo  la  lettera,  che  efprime  l’ affitta,  dovrà  ave- 
re due  radici  eguali  . Per  determinarle  fi  formi  un* 
equazione  di  due  radici  eguali,  per  efempio  xx — zex  +- 
ee  — o , che  è il  prodotto  di  x — e in  x — e , e fia  la 
curva  , di  cui  fi  cerca  la  malfima  , o la  minima  ordi- 
nata , per  efempio  l’eìlitte  xx  — zax  zayy  —o  , deno- 

~P~ 

minate  le  affitte  dal  vertice . Si  paragoni  quella  equazione, 
termine  per  termine,  coll’equazione  formata  dalle  due^ 
radici  eguali , nel  feguente  modo 

xx  — 2 ax  +-  2 ayy  — o 
P 

xx  — zex  -f—  e e — o ; 

dal  paragone  de’  fecondi  termini  fi  trova  a ~e  , ma  e 
è radice  dell’equazione  xx  — 2«+  ee  — o-,  e però  e—x, 
adunque  farà  a — x,  e perchè  è già  determinata  la  x , 
è fuperfluo  il  paragone  degl’ ultimi  termini. 

Prefa  per  tanto  x~a9  la  corrifpondente  ordinata.* 
nell'  elliflì  farà  la  malfima  , come  già  fi  fa  , ettendo  al- 
lora ella  il  femialfe  conjugato . 

Ma  fe  l’equazione  della  curva  fofle  del  terzo,  quar- 
to , o fuperiore  grado  , a fine  di  potere  inllituire  il  pa- 

Ggg  rago- 


4i  8 ISTITUZIONI 

ragone,  fa  d’uopo,  che  l’equazione  delle  due  radici  e- 
guali  xx — iex  +-  ee  — o fi  riduca  a quel  grado  , di  cui 
è la  propolla  , moltiplicandola  per  tante  radici  qualun- 
que effe  fieno , quante  fanno  di  bifogno  . Sia  la  curva 
dell’equazione  del  terzo  grado  xì  * — axy  +-y*  — o ( la 
flelletta  è polla  in  luogo  del  fecondo  termine  mancan- 
te , il  che  fi  offervi  fempre  qualóra  manca  un  qualche 
termine)  di  cui  fi  cerchi  la  m affilila  ordinata,  molti- 
plico  adunque  per  x — f—o  l’equazione  xx  — - iex  +» 
eezzo  , ed  il  prodotto  lo  paragono  colla  propoffa 

x 3 * — axy  -t-  y 3 ~ o 

xì — 2exx+-  eex — eef  _ 

— fxx  +-  2 efx 

Dal  paragone  de*  fecondi  termini  trovo  — 2e — f~o  ^ 
e però  f—  — 2e  ; dal  paragone  de’  terzi  trovo  zef  +. 
ee—  — ay  , e pollo  il  valore  di/,  — 3 ee—  — ay,  ma^ 
e—x,  adunque  y — $xx  , Si  foftttuifca  in  luogo  di  y 

a 

quello  valore  nell’  equazione  della  curva , e ci  darà 

x — i^za'i  a cui  corrifponde  la  maffima  ordinata  y , che 
3 

. v 3 r 

farà  a X 2 3 > cioè  r.  4a'3  • 

T ~ 

269.  Ma  fenza  paragonare  la  data  equazione  coii_ 
un’altra,  che  contenga  le  due  radici  eguali , per  foddif- 
fare  alia  condizione  del  problema,  ballerà  moltiplicarla, 

ter- 


ANALITICHE.  4i9 

termine  per  termine  con  una  ferie  aritmetica  qualunque, 
imperciocché  fe  1*  equazione  à le  due  radici  eguali  , co- 
me deve  nel  cafo  dei  maffimi,  e minimi  , infallibilmen- 
te. una  di  effe  radici  farà  anco  nel  prodotto  di  ella  e- 
quazione  moltiplicata  per  la  ferie  aritmetica  , quindi 
moltiplicando  cosi  l’ equazioni  s’include  la  condizione-#  , 
fotto  cui  devefi  ritrovare  il  valore  dell’ affida,  a cui  cor- 
rifponde  la  ricercata  rrigffima  , o minima  ordinata.  E per 
dimoErarlo  : fia  generalmente  l’equazione  di  due  radici 
eguali  xx — zbx+-bb  —o,  che  11  moltiplichi  per  la  fe- 
rie aritmetica  a , a-h  b , a-h  zb  , farà  il  prodotto 

-ibbx+-2bbh  =°>  m l”*10  Pituita  la  quantità 

h in  luogo  di  x , tutti  i termini  lì  dilìruggono  , o pu- 
re dividendolo  per  x — b,  fuccede  la  divilìone  , adun- 
que x — h farà  una  radice  di  effo  prodotto  , Eccome  è 
di  xx  — zbx  -h  hb  ; Io  lleffo  fuccede  fe  la  progreffione_» 
aritmetica  Eia  decrefcente,  cioè  a , a — b , a — zb  ec. 

E perchè  l'equazione  delle  due  radici  eguali  è ge- 
nerale, ed  è generale  altresì  la  ferie  aritmetica  'a , a -hb, 
a+-zb  ec.,  farà  fempre  vero  , che  moltiplicata  un’equa- 
zione di  due  radici  eguali  per  una  ferie  aritmetica  qua- 
lunque, termine  per  termine  , farà  il  prodotto  divi  Ubile 
per  una  di  effe  radici  . Per  la  Eeffa  ragione  , fe  l’equa- 
zione avrà  tre  radici  eguali  , moltiplicata  effa  in  un a_# 
ferie  aritmetica  , il  prodotto  averà  due  di  effe  radici  e- 

Ggg  ^ gitali, 
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guali , e fe  quello  prodotto  fi  moltiplicherà  Umilmente 
per  una  ferie  aritmetica,  il  nuovo  prodotto  ne  avrà  una, 
e così  decorrendo  d’equazioni  fuperiori  „ 

Ripiglio  l’equazione  xx — zax+-  zayyzzo  all’  elliffi* 

la  moltiplico  per  la  ferie  2,  1,0 

xx  — 2 ax  +•  2 ayy  zz  o . 

t 

2,  1 , o . 

Il  prodotto  è zxx  — 2 ax  zzo  , che  ci  dà  xzza,  come  fi 
è trovato  di  fopra  . Moltiplico  quella  ftefla  equazione^ 
con  un’altra  ferie  aritmetica  3,  2,  1 

xx  — 2 ax  +*  2 ayy  zz  o . 
t 

3,  2,  i. 

Il  prodotto  è $xx — qax  +-  zayy  zz o , in  cui  fofiituito  in 

~T 

" ■■  fi 

luogo  della  yy  il  valore  2 ax  — xx  X 77  , dato  dall’equa- 
zione della  curva  , fi  trova  ifiellamente  xzza  . 

Prendo  la  feconda  equazione  x 3 * — axy  + y*  zz  o , 
che  moltiplico  con  la  ferie  3,  2,  1,  o 

xz  * — axy  +-yz  zzo  . 

3,2,  I,  O 4 

Il  prodotto  è 3# 3 — axy  zz  o , cioè  3##  — ay  , come_» 
fopra . 


270. 
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270.  Con  fimil  metodo  fi  trovano  le  tangenti  , e 
le  perpendicolari  alle  curve  in  qualunque  punto  dato  . 

La  quefiione  fi  riduce  a ritrovare  il  circolo,  che_> 
tocchi  la  curva  in  quel  punto  , efTendo  in  quello  cafo 
si  la  tangente  del  circolo  in  quel  punto  , come  la  per- 
pendicolare , cioè  il  raggio  , comuni  pure  alla  curvai 
nel  punto  fteffo  . 

Sia  la  curva  ACM  ( Fig.  157.  ) , di  cui  fi  voglia- 
la tangente  nel  punto  L , e fia  il  circolo  GMH  , che 
la  tagli  ne’  due  punti  M , C;  abballate  le  due  ordinate 
CE  f MP  , e per  i punti  M , C,  condotta  la  retta— 
MCT,  taglierà  effa  la  curva  pure  ne’  punti  M , C ; 
ma  quanto  più  fi  anderanno  accollando  i detti  punti , 
minore  Tempre  fi  farà  la  differenza  delle  ordinate  CE , 
MP  , e delle  affiffe  A E , AP  di  modo  , che  quando 
un  punto  cada  fopra  dell’altro,  per  efempio  in  L,  fa- 
ranno eguali  i valori  di  quelle  ordinate , ed  alfilTe  , ed 
allora  il  circolo  toccherà  la  curva  nel  punto  L , ( a ri- 
ferva  però  , che  il  circolo  fia  l’ofculatore  , perchè  in— 
quel  cafo  taglia  la  curva  , e la  tocca  nello  fieffo  punto, 
come  fi  vedrà  nel  calcolo  differenziale  ) e la  retta  MT 
farà  la  tangente  della  curva  , e del  circolo  nel  punto 
L , ficcome  F L normale  . 

Si  chiami  adunque  nella  cót'và  ' 'A'LÙm  ; ( 'Tig.  ì jS?) 
la  AQ~x  , QL~y  , e condotta  dal  punto  dato  L la 


retta 
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retta  LN , che  -fi  fupponga  normale  alla  curva  , ed  in 
confeguenza  alla  tangente  in  L , fia  LNz-s  , A N—u  , 
farà  Q Nzz  u — x , cd  il  triangolo  rettangolo  QLN  da- 
rà l’equazione  canonica  ss— mi  — zux  +-  xx  +-yy,  da  cui 
ricavato  il  valore  della  y , o della  x , fi  iofiituifca  nell’ 
equazione  della  curva  data,  per  mezzo  della  quale  fi 
deve  avere  il  valore  della  s , o della  u,  confiderando 
come  data  la  x , o la  y , poiché  fi  affarne  per  dato  il 
punto  L . 

Sia  per  efempio  la  cnrva  AL  M la  parabola  apollo- 
niana  dell’equazione  ax—yyy  fatta  la  foftituzione  in_» 
luogo  della  yy  , del  fuo  valore  dato  dall’equazione  ca- 
nonica j farà  l’equazione  ax—ss- — uu-^zux — xx  , ed 

ordinata  per  la  lettera  x farà  xx — zax  + m — o.  Que- 

+■  ax  — ss 

fia  adunque  deve  avere  due  radici  eguali  quando  la_» 
retta  LN  = s fia  normale  alla  parabola  nel  punto  L , 
cioè  nel  cafo  della  tangente  , e però  ritrovato  nell’ipo- 
tefi  delle  due  radici  eguali  il  valore  della  incognita-» 
A.N^u  , fi  averà  il  punto  IV,  da  cui  condotta  la  NL 
■ al  dato  punto  L , e la  perpendicolare  L T ad  NL,  farà 
eiTa  la  tangente  cercata  . 

Ora  per  determinare  la  incognita  u nell’  ipotefi 
delle  due  radici, .eguali:  paragono  l’equazione,  termi- 
ne per  termine,  con  una  di  due  radici  eguali  , cioè 


con 
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con  xx  » — lex  +*  ee  zzo  nel  feguente  modo 
xx  — lux  +-  uu  _ 

4-  tiX  — • SS  ~~  ° 

xx  — 2ex  +-  ee  zz  o ;■ 

e dal  paragone  de’  fecondi  termini  fi  avrà  — 2 us-azz 
— < le  , cioè  u zz  a +-  ze  , ma  ezzx  , per  l’equazione^ 

Z 

xx  — zex ee  zzo  ; dunque  u zz  a -h  x , e perciò  dai 

Z 

punto  Q prefa  QN=la',àùNL  la  normale,  ed  LT } ad 
ella  perpendicolare,  farà  la  tangente  della  curva  nel 
punto  L . 

In  vece  di  paragonare  la  fuddetta  equazione  coli-, 
una  di  due  radici  eguali  , la  moltiplico  colla  ferie  arit- 
metica 3,  2,  i 

XX  — 2 UX  -b  UU 

ZZ  o 

-h  ax  — -ss 

3,  2,  I. 

Il  prodotto  è 3 xx  — 4 ux  4-  uu  ro,ma  sszzuu—iux-^ 

*H  2 ax — ss 

xx-hyy  , e per  la  parabola  è yy  zz  ax  , onde  sszzuu — 
lux +- xx -h  ax  ; follituito  adunque  quedo  valore  in  luo- 
go di  ss,  farà  ixx — lux  ax  zzo  , cioè  u zz  a 4-  x , 

£ 

come  prima. 

Più  brevemente  fi  avrebbe  avuto  l’intento  mol- 

tipli- 


\ 
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tiplicando  l’equazione  per  la  ferie  aritmetica  2,  i,  o 
271.  Sia  la  feconda  parabola  cubica  x'’~ayy  ; fatta 
la  folìituzione  del  valore  di  yy  cavato  dall’equazione  ca- 
nonica , nafee  l’ equazione  x 3 4-  axx  • — zaux  4-  am  — o s 

— ass 

la.  quale  per  efiere  del  terzo  grado  fi  paragoni  col  pro- 
dotto dell’equazione  xx  — zex-h  ee  — o in  x — /—  o 


x 3 +-  axx  — zaux  +-  auu 
— ass 


— o 


x- 


= o ; 


• zexx  +-  eex  — eef  _ 

— fxx  +-  2 efx 

dal  paragone  de’  fecondi  termini  fi  à — ze — /—  a,  cioè 
fzz — a — ze  ; dal  paragone  de’  terzi  fi  à ee  -t-2 ef — 
— zau  5 e pollo  il  valore  già  ritrovato  di  /,  « == 

3<?(?  +-  2 ae  , cioè  u ~ %xx  +-  2 ax  , perchè  e ~ x . 


2 a 


%a 


Moltiplico  ora  l’equazione  con  la  ferie  aritmetica-» 


x 3 4-  axx—  zaux  4-  auu 
— ass 

3 » 2 5 1 5 0 » 


il  prodotto  è 3A?3  4-  zaxx  — zaux  = o , e però  ifielTa- 
mente  « = $xx  4-  2<w  . 


%a 


272.  Circa  r elezione  delle  ferie  aritmetiche  fi  può 
offervare  ? che  per  lo  più  farà  la  più  comoda  quella-. , 

che 
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che  formano  gl’  efponenti  cominciando  dal  maffimo  del- 
la lettera  , fecondo  cui  è ordinata  l’equazione. 

273.  Un’altra  maniera  di  fciogliere  quello  Proble- 
ma poco  diverfa  , ma  forfè  più  femplice  , e che  avrà 
ufo  ne*  Adii  contrarj  , e ne’  regredì  può  elfere  quella  «, 

Sia  la  curva  AEMD  ( Fig.  159.  ) tagliata  dalla., 
retta  HE D ne*  punti  £ , D ; e fieno  le  afflile  AB,  A C~ x , 
le  ordinate  BE  , CD~y  . E*  chiaro,  che  palTando  la 
retta  HD  ad  eflere  la  tangente  TM  della  curva  nel 
punto  M , i due  punti  E , D caderanno  io  M , e per 
■confeguenza  fi  faranno  eguali  tra  loro  le  AB,  AC, 
ficcome  tra  loro  1 e BE,  CD  . Si  alzi  AN  parallela., 
alle  ordinate  , e fia  AT~u,  AN—s,  per  la  fimilitu- 
dine  de’  triangoli  T A N,  TKM , farà  u , s : : u 4-  x , y , 
cioè  y — us+-sx,  ed  x—uy-^-us',  nell’ equazione:.» 

U S 

della  curva  data  fi  fofiituifcano  quelli  valori  in  luogo 
della  y , o della  x , e ne  nafcerà  un’  altra  , la  quak_» 
dovrà  avere  due  radici  eguali , quando  A T , AN  fie- 
no tali  , che  la  retta  TNM  tocchi  la  curva  , adunque 
facendo  il  paragone  con  un’altra  di  due  radici  eguali, 
o moltiplicandola  per  una  fèrie  aritmetica  , fi  averà  il 
valore  della  ricercata  AT,  o AN,  e data  l’una,  è 
pure  data  .l’altra  . Ommetto  gl’  efempj  , perchè  la_» 
maniera  di  operare  è la  della  della  ufata  di  fopra  . 


Hhh 
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274.  Siccome  il  metodo  , e la  natura  de’  matti- 
mi , e minimi , e delle  tangenti  include  neceflaria- 
mente  nelle  equazioni  due  radici  eguali  , cosi  tre  ra- 
dici eguali  fi  danno  ne’  Fletti  contrarj  , e ne’  Re- 
gretti  , Per  fletto  contrario  s’intende  quel  punto,  in 
cui  la  curva  da  concava  fi  fa  convetta  3 o all’  oppo- 
ilo  ; e per  regrèflb  quel  punto  , in  cui  otta  torna^» 
all’  indietro  , o concava  , o convetta  . 

Sia  la  curva  ACF M , ( Fig.  160.  ) che  abbia_* 
un  fletto  contrario  nel  punto  F , e fi  conduca  Ia_. 
retta  GCM , che  la  tocchi  nel  punto  C , e la  ta- 
gli nel  punto  M,  abballate  da  etti  le  ordinate  CH , 

MP  , facilmente  fi  vede  , che  quanto  più  il  punto 
C della  tangente  s’ accollerà  al  punto  del  fletto  con- 
trario F , tanto  più  altresì  fi  accollerà  al  punto  F 
il  punto  M di  modo  , che  quando  C cada  in  F , 
vi  caderà  pure  M ; ed  in  confeguenza  fi  faranno 
eguali  AH  , AP  , ficcome  CH  , MP  , e la  ret- 
ta GCM  toccherà  , e taglierà  la  curva  nel  punto 
F ; ma  la  natura  della  tangente  già  porta  due  ra- 
dici eguali  , ed  ora  fi  aggiunge  la  terza  , adun- 
que di  natura  del  fletto  contrario  è , che  a lui  cor- 

ri  (fiondano  tre  radici  eguali  . 

Dal  punto  A alzata  A N parallela  all'  ordinate^  , 
e fatta  AN  = s , AT—u  , e condotta  TNF  ; farà , 


per 
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pel-  i triangoli  limili  TAN,  TFF,  y — m+-sx,  ed 

U 

se  ~uy  — us  , chiamate  AV—x  3 VFyzy  , Sobituiti  per 
£ 

tanto  quelli  valori  in  luogo  di  $ , o di  y nell’  equa- 
zione della  curva  data,  l’equazione,  che  nafee  , do- 
vrà avere  tre  radici  eguali  quando  AT,  o AN  fieno 
tali  , che  la  TNF  condotta  dal  punto  T per  lo  pun- 
to N incontri  la  curva  nel  ricercato  punto  del  flebo 
contrario  F , 

Similmente  fi  difeorra  della  curva  A CM , ( Fìg. 
16 1.  ) che  abbia  un  regrefifo  nel  punto  C ; poiché 
la  tangente  TC  della  curva  nel  punto  C affisine  la 
taglia  nello  beffo  punto  , e quindi  ne  nafeono  nella^ 
beffa  maniera  le  tre  radici  eguali  „ 

Sia  la  curva  AFS  ( Fig.  162.  ) dell’  equazione.» 
ayy  — xyy  — aax  — o , in  cui  fono  le  A Qzz  x , 
le  QF  —y  , e fi  cerchi  il  punto  del  fleflTo  contrario 
F.  Poba  AT  = u 5 AVzz  s 3 e parallela  alle  ordina- 
te Q F , e fobituito  in  luogo  di  x il  valore^ 
uy  — us  nell'equazione  della  curva  , farà  eflfa 

5 

y 3 — asyy  +-  aay  — aas  =0, 

U 

— syy 


la 
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la  quale  dovrà  avere  tre  radici  eguali  , e però  fi 
avrà  da  paragonare  con  una  equazione  di  tre  radi- 
ci eguali  , o da  moltiplicar  fi  per  due  ferie  aritme- 
tiche . 

Si  moltiplichi  adunque  per  la  ferie  i , o , — i , 
— 2 , ed  il  prodotto  y3  * — aay  +-  iaas  — o , di  nuo- 
vo moltiplicato  per  la  ferie  3 , 2 , 1 , o , ci  darà 
3 y 3 — aay  — o , e però  yy  — aa  , il  qual  valore  fodi- 

3 

tuito  nell’  equazione  data  della  curva  ci  fornifce  final- 
mente x — - a . 

4 

275.  La  maniera  è la  della  per  ritrovare  i re- 
gredì delle  curve  , ed  il  metodo  dà  tanto  quelli  , 
come  quelli  ; quindi  per  didinguerli  non  vi  è al- 
tro modo  , che  il  ricercare  per  mezzo  della  colìru- 
zione  I’  andamento  della  curva  . 

L9  ideila  ambiguità  nafce  nelle  quefiioni  de'  maf- 
fìmi  , e minimi  , la  quale  folo  con  l’idea  della  curva 
fi  può  togliere  . Con  la  medefima  condizione  delle 
tre  radici  eguali  fi  potrebbero  ritrovare  i Raggi  Ofcu- 
latori  s ma  giacché  di  tali  cofe  fi  tratterà  nel  Tegnen- 
te libro  , porrò  fine  a quedo  per  non  recare  troppo 
di  noja  , 
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